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第一章 绪论

1、教学目标及基本要求

目的：1. 理解偏微分方程的基本概念，能判别偏微分方程的阶数、非线性偏

微分方程的三种类型。2. 理解拉普拉斯算子的性质，了解与拉普拉斯算子相关

的三种典型的二阶线性偏微分方程。3. 理解叠加原理在线性偏微分方程求解中

的应用。4. 了解定解问题的分类和适定性的内容。5. 理解二阶半线性偏微分方

程的分类，并且把两个自变量的二阶线性偏微分方程化为标准型。

要求：掌握偏微分方程的基本概念，如：方程的阶，方程的古典解，齐次与

非齐次方程，线性（非线性）偏微分方程；掌握判别非线性偏微分方程的三种类

型（半线性、拟线性、完全非线性）的方法；掌握拉普拉斯算子的平移不变性和

旋转不变性，了解三种典型的二阶线性偏微分方程：波动方程、热传导方程、拉

普拉斯方程，理解复解析函数的实部和虚部都满足拉普拉斯方程；掌握叠加原理

在线性偏微分方程求解中的应用；掌握三类定解问题的分类标准和边值问题的三

类边界条件，了解定解问题的适定性内容；掌握二阶线性偏微分方程的三种类型：

椭圆型、双曲型、抛物型，以及两种分类判别方法：二次型方法、特征值方法。

2、教学内容及学时分配

教学内容 学时

§1.1 偏微分方程的基本概念 2
§1.2 定解问题 2
§1.3 二阶线性偏微分方程的分类与标准型 4
习题课 2

合计 10

3、教学重点与难点

重点：偏微分方程的基本概念。

难点：二阶半线性偏微分方程的分类与标准型

4、教学方式（手段）及教学过程中应注意的问题

通过讲授法讲解偏微分方程的基本概念；针对难点内容，通过讲授具体的例

题，先和学生讨论解决问题的思路，然后再详细讲解答题过程。

5、本章习题和思考题

习题：习题 1.1，1.6，1.7。思考题：1.10,1.20
6、本章参考书目

[1] 数学物理方程，谷超豪等编，高等教育出版社，2002.
[2] 数学物理方程, 王明新主编，清华大学出版社，2009.

§1.1 偏微分方程的基本概念
1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案



（1）偏微分方程（Partial Differential Equations,简记为 PDE）的定义

 方程的来历：

在中国，方程一词最早出自古代（公元 1 世纪）数学专著《九章算术》第八章；

在西方，equation 作为专门概念出现在 16 世纪法国数学家韦达的著作《论方程的识别与订

正》。

 代数方程：

在微积分出现以前，人们研究的方程主要是指代数方程，即 含有未知数的等式。例如：

31-x2  。线性方程组（消元法）、一元 n 次方程（代数基本定理、伽罗瓦理论）、费马大

定理：又被称为“费马最后的定理”，由法国数学家费马提出。它断言当整数 n >2 时，关于

x, y, z 的方程 x^n + y^n = z^n 没有正整数解。被提出后，历经三百多年的历史，最终在上世

纪 90 年代被英国数学家安德鲁·怀尔斯证明。

 方程的作用：

人们在求解某些实际问题时，可以通过列方程求解来克服逆向思考的困难。

 微分方程：

微分方程是指含有 自变量，未知函数及未知函数的导数 的关系式。

微分方程分为 常微分方程（Ordinary Differential Equations,简记为 ODE）和

偏微分方程（Partial Differential Equations,简记为 PDE）。

ODE 的定义：未知函数是一元函数的微分方程。例如： 1)()('' 2  ttyty .

PDE 的定义：未知函数是多元函数的微分方程。例如：设二元函数 ),( yxu 满足

0 yyxx uu .

Remark:
1. 比较代数方程与微分方程的解（solution）可知：代数方程求解的是“数”，微分方程求

解的是“函数”。

2. 在 PDE 的定义中，因为未知函数是多元函数，所以 PDE 中涉及到的未知函数的导数是指

偏导数。

3. 在经典的 PDE中，未知函数往往对应于一些具体的物理量，比如温度、位移等，未知函

数的自变量往往表示时间和空间位置，PDE 反映的就是这些物理量随自变量变化的规律。所

以 PDE 也经常叫做“数学物理方程”。

（2）PDE 的发展概述

微积分产生以后，人们开始把物理和力学中的一些问题归结为 PDE 进行研究。

 达朗贝尔 (d’Alembert)
18 世纪中叶，法国数学家达朗贝尔为 PDE的出现做出了巨大贡献，他于 1746 年发表了论文

《张紧的弦振动是形成的曲线研究》，在这篇论文里，他首先提出了波动方程，并于 1750

年探讨了它的解法，这就是著名的“达朗贝尔公式”。

 傅里叶 (Fourier)

十九世纪，法国数学家傅里叶揭开了 PDE 发展的序幕，他于 1822 年发表的《热的解析理论》

是数学史上的经典文献之一。傅里叶研究的主要是吸热或放热物体内部的温度随空间和时间

的变化规律。他根据物理原理推导出了三维空间的热传导方程。为了求解热传导方程，傅里

叶使用了“分离变量法”并发明了“傅里叶级数”这一非常重要的分析工具。

 格林 (Green)

十九世纪 PDE 的另一个重要发展是围绕着位势方程来进行的，位势方程是用来研究静电场

中的电位势与电荷密度之间的关系，这方面的代表人物是英国数学家格林，他提出了格林公

式以及格林函数等重要概念，至今还被广泛应用于 PDE 的研究。 格林是剑桥数学物理学派



的开山祖师，他的工作培育了斯托克斯(G.Stokes)、麦克斯韦(J.C.Maxwell)等杰出的后继者，

他们是十九世纪典型的数学物理学家。他们的主要目标，是发展求解重要物理问题的一般数

学方法，而他们手中的主要工具就是 PDE，以至于在十九世纪，PDE 几乎变成了数学物理的

同义词。剑桥数学物理学派的贡献使经历了一个多世纪沉寂后英国数学在十九世纪得以复

兴，麦克斯韦 1864 年导出的电磁场方程是十九世纪数学物理最伟大的成就，正是根据对这

组方程的研究，麦克斯韦预言了电磁波的存在（类比于海王星的发现之于牛顿力学），不仅

给科学和技术带来巨大的冲击，同时也使 PDE 威名大振。爱因斯坦在一次纪念麦克斯韦的

演讲中说：“PDE进入理论物理学时是婢女，但逐渐变成了主妇，”他认为这是从十九世纪开

始的，而剑桥数学物理学派尤其是麦克斯韦在这一转变中起了重要的作用。

 进入二十世纪以后，PDE 更加广泛应用于微分几何学，物理，生物，经济学等众多领域，

展现出勃勃生机。

Remark:

PDE 应用的主要途径：建立 PDE 模型、寻找求解方法、进行理论分析、预测或解释实际现

象。

（3）PDE 的一些基本概念

PDE 的阶：方程中未知函数的最高阶偏导数的阶数。比如 0 yyxx uu 就是二阶 PDE.

二阶 PDE的一般形式：设
n
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二阶 PDE的一般形式可以写成如下形式：

0),,,( 2 uDDuuxF .

为了方便给出高阶 PDE的一般形式，我们引入多重指标（multi-index）的记号。

设 ),,( 1 n  ，其中每个 ),,2,1( nii  都是非负整数，记 n  1|| ，称为

多重指标 的阶。对于函数 RRxu n :)( ，记

n
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。

比如对于三元函数 ),,( 321 xxxu ，设多重指标 )0,1,1( ，则
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如果 )0,2,0( ，则
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借助于多重指标的记号，k 阶(k>2) PDE 的一般形式可以写成如下形式：

0),,,,,( 2 uDuDDuuxF k .

PDE 的古典解：未知函数在求解区域内足够光滑，并且处处满足方程。



Consider the following PDE

0),,,,,( 2 uDuDDuuxF k , x . )( 1
A function )(xu is called a classical solution of )( 1 if )()(  kCxu and )( 1 holds for

any x .
PDE 的自由项：方程中与未知函数及其所有偏导数无关的项。如果自由项恒等于零，则称该

PDE 为齐次 (homogeneous)方程；如果自由项不恒等于零，则称该 PDE 为非齐次

(non-homogeneous)方程。

比如，对于 PDE )(
11

xfu xx  ，其中 )(xf 为自由项。

线性 PDE: 方程关于未知函数及其所有偏导数都是线性的。比如我们把一个 PDE 写成

)()( xfuL  的形式，那么线性 PDE 是指 )()()( 2121 ubLuaLbuauL  ，其中 Rba , ，

21,uu 是未知函数。

二阶线性 PDE的一般形式为：见教材第二页（1.1.5）式。
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其中二阶导数项前面的系数

jiij aa  （因为
ijji xxxx uu  ，这样可以保证二阶导数项的系数

矩阵是对称的），且至少有一个
ija 不恒等于零。（保证 PDE中有二阶导数项，不然就不是二

阶 PDE 了）。

上面的 PDE )( 2 用多重指标的记号可以写成
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比如对于三元函数 ),,( 321 xxxu ，如果多重指标 )0,1,1( ，
21

21

2

xxuxx
uuD 





，此时

)(xA 对 应 的 就 是 方 程 )( 2 中 的 系 数 )(12 xa ； 如 果 多 重 指 标 )0,1,0( ，

2
2

xux
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
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
，此时 )(xA 对应的就是方程 )( 2 中的系数 )(2 xb ；如果多重指标

)0,0,0( ， uuD 
，此时 )(xA 对应的就是方程 )( 2 中的系数 )(xc 。

非线性 PDE：
不是线性 PDE的偏微分方程统称为非线性 PDE. 非线性 PDE 分为下面三种类型：

半线性(semi-linear)PDE: 最高阶导数是线性的，并且其系数只依赖于自变量。

拟线性(quasi-linear)PDE: 最高阶导数是线性的，并且其系数依赖于未知函数或未知函数的低

阶导数。

完全非线性(fully nonlinear)PDE：最高阶导数是非线性的。

Remark: 判断一个非线性 PDE究竟是属于“半线性”、“拟线性”还是“全非线性”，

首先看最高阶导数


 

PDE非线性：完全非线性

拟线性线性：半线性or
，



再看最高阶导数的系数




PDE
PDE

导数：拟线性依赖未知函数或其低阶

常数：半线性只依赖自变量或恒等于
。

例 1. 极小曲面方程(minimal surface)：该方程来源于求给定周长，面积最小的曲面。方程

的具体形式为, 未知函数
2),(),,( Ryxyxu  满足

0)1(2)1( 22  yyxxyyxxxy uuuuuuu 。它是一个二阶拟线性 PDE.

例 2. 浅水波方程，又叫 Kdv 方程：该方程来源于对水波扩散现象的研究。方程的具体形

式为，未知函数
11),(),,( RRtxtxu  满足

0 xxxxt ucuuu ，其中 c是常数。它是一个三阶半线性 PDE.

例 3. 哈密顿—雅克比方程(Hamilton-Jacobi): 该方程来源于求解分析力学中的动力学问

题。方程的具体形式为，未知函数
13),(),,( RRtxtxu  满足

0)(|| 2  xfDuut ，其中
2222

321
|| xxx uuuDu  。

它是一个一阶全非线性 PDE.
例 4. 蒙日—安培方程(Monge-Ampère): 该方程来源于研究微分几何问题。方程的具体形

式为，未知函数
2
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它是一个二阶全非线性 PDE.

（4）Laplace 算子的定义及性质

定义：对于函数
n

n Rxxxxxu  ),,,(),( 21  ，或者 RRtxtxu n ),(),,( ，定义如下的

微分算子：

nn xxxxxx uuuu  
2211

，这个微分算子称为 Laplace 算子。

性质 1. ),,,(),(
21 nxxx uuuDuDudivu  。

性质 2. Laplace 算子在坐标的平移或者旋转变换下保持不变，也称作在刚性运动下保持

不变。

（5）三类典型的二阶线性 PDE.

1) 波动方程(wave equation): 函数 RRtxtxu n ),(),,( 满足

02  uautt ，其中 0a 是常数。

2) 热传导方程(heat equation): 函数 RRtxtxu n ),(),,( 满足

0 ukut , 其中 0k 是常数。

3) Laplace 方程：函数
nRxxu ),( 满足 0)(  xu 。如果 )(xu 满足非齐次方程

0)()(  xfxu ，我们称该非齐次方程为 Poisson方程 。两者统称为“位势方程”。

思考题 1：如果
n

n Rxxxxxu  ),,,(),( 21  满足 Laplace 方程 0)(  xu ，而且是径向函数

（radial function），即
22

2
2
1||),()( nxxxxrruxu   , 求 )(ru 满足

的常微分方程。

思考题 2：证明复解析函数的实部和虚部都满足 Laplace 方程。即，设 iyxz  ，如果

),(),()( yxivyxuzf  是解析函数，则 0 yyxx uu ， 0 yyxx vv 。提示：

根据复解析函数的实部和虚部满足柯西-黎曼方程，见教材第三页（1.1.9）式。



（6）叠加原理(superposition principle)
在物理、力学等学科中，很多现象具有叠加效应，即几种不同因素同时出现所产生的效果等

于各个因素分别单独出现所产生的效果的总和，我们称这种现象为“叠加原理”。

比如，牛顿第二定律 maF  。叠加原理适用于线性 PDE 的求解。

§1.2 定解问题
1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案

（1）定解条件：根据实际需要，PDE 的解必须满足一些事先给定的条件。主要包括初始条

件和边界条件。

定解问题：PDE配上定解条件就构成“定解问题”。

Remark: 引入定解条件的必要性：1）从物理的角度看，仅有方程还不足以确定物体的运动，

还与物体的初始状态以及边界所受的外力作用有关。2）从数学的角度看，PDE 的通解中往

往含有一些任意的常数或函数，必须根据定解条件来确定这些常数或函数，从而确定给出实

际问题的合理解。

（2）定解问题的分类：

1）初值问题（Initial value problem），也叫 Cauchy 问题。是指给定 PDE的解必须满

足初始时刻的条件。比如：函数 ),( txu 满足
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其中 )(x 表示物体在初始时刻的温度分布。








)()0,(),()0,(
0,,0 1

xxuxxu
tRxuu

t

xxtt


，其中 )(x 表示初始位移， )(x 表示初始速度。

2）边值问题（boundary value problem）：是指给定 PDE的解必须满足某种边界条件。

第一边值问题(Dirichlet problem),比如
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
Dirichlet problem 给出了解在边界上的值。

第二边值问题(Neumann problem),比如
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xxu
xxu

),(

,0)(




其中 表示边界上的单位外法向。

Neumann problem 给出了解在边界上的法向导数的值

第三边值问题 (Robin problem), 比如















xxubau

xxu

),(

,0)(




其中 a,b 是常数或以 x 为自变量的函数。

Robin problem 给出了解和其法向导数的线性组合在边界上的值。



3）初边值问题（initial-boundary value problem）：是指给定 PDE的解必须满足初始时

刻的条件和边界条件。比如
















lxxlxxu
l
xxu

ttlutu
tlxuu

t

xxtt

0),()0,(,sin)0,(

0,0),(,0),0(
0,0,0



（3）定解问题的适定性(well-posedness)：是指 PDE 的解满足

“存在性”(existence)；“唯一性”(uniqueness)；“稳定性”(stability)

稳定性的数学描述：设 X,H 是两个线性赋范空间，某个 PDE 在两个定解条件 21, 下

对应的解分别为 21,uu ，解的稳定性可以表达成：任给 0 ，存在 0 ，当  
H21 - ，

就有 
X21 uu 。

§1.3 二阶半线性 PDE 的分类和标准型
1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案

（1）多个自变量的方程

考虑下面的二阶半线性 PDE：

0),,,,()(
1

1,




nji xx

n

ji
xx

ij uuuxFuxa  ， （1.3.1）

其中
n

n Rxxxx  ),,,( 21  ，  xxaxa jiij ),()( 并且是实值函数。

固定 0x ，我们的目标是：讨论 PDE（1.3.1）在
0x 点处的分类。为此，我们先引

入两个重要概念：线性主部和特征型。

PDE（1.3.1）在
0x 点处的线性主部是




n

ji
xx

ij
ji

uxa
1,

0 )( ， （1.3.2）

它对应的二次型是

ji

n

ji

ij xaQ  



1,

0 )()( ，其中
n

n R ),,,( 21   。 （1.3.3）

我们称这个二次型是 PDE（1.3.1）在
0x 点处的特征型。它还可以写成下面矩阵的形

式：
TAQ  0)(  ， （1.3.3）’

其中
T 表示向量 的转置，矩阵 0A 表示 PDE（1.3.1）在

0x 点处的线性主部的系数矩阵，

即 nn
ij xaA  ))(( 0

0 ，它是一个 nn 的实对称矩阵。

Remark: 特征型就是线性主部的系数矩阵对应的二次型。

为了讨论 PDE（1.3.1）在
0x 点处的分类，我们介绍两种方法：二次型方法、特征值



方法。

二次型方法：先把特征型 )(Q 化成标准型，也就是把系数矩阵 0A 对角化，使得对角

线上的元变成 1 或 1 。注意到 0A 是一个 nn 的实对称矩阵，根据二次型理论，我们可

以找到变换矩阵 0)det(, BB ,使得 0A 的对角化矩阵 BABA T
0,0  。于是 )(Q 化成下面

的标准型

nmxaAQ i

m

i

iiT  


 ,)()( 2

1

0
,0  ，这里的m表示系数矩阵 0A 的秩。

Remark：根据二次型理论的惯性定理，对角线元 },,2,1),({ 0 mixa ii  中取 1 或 1 的个

数完全由系数矩阵 0A 决定，与变换矩阵 B的选取无关。

下面我们依据对角矩阵 ,0A 的对角线元 },,2,1),({ 0 mixa ii  的取值情况来讨论 PDE

（1.3.1）在
0x 点处的分类。

1）椭圆型： nm  ，且所有 },,2,1),({ 0 mixa ii  的取值具有相同的符号。

2）双曲型： nm  ，且所有 },,2,1),({ 0 mixa ii  的取值中有 1n 个同号。

3）抛物型： nm  。

特征值方法：求出系数矩阵 0A 的特征值 },,,{ 21 n  ，如果 },,,{ 21 n  都非零且

同号，是椭圆型；如果 },,,{ 21 n  都非零且有 1n 个同号，是双曲型；如果

},,,{ 21 n  中至少有一个等于零，是抛物型。

Remark: 二次型方法与特征值方法等价，原因是：如果两个实对称矩阵合同，那么它们正，

负特征值的个数相同。因为系数矩阵 0A 与对角矩阵 ,0A 合同，所以 },,,{ 21 n  与

}0,,0),(,),({ 0011  xaxa mm
 中大于零，小于零，等于零的个数相同。

思考题：判断波动方程，热传导方程，Laplace 方程分别属于椭圆型、双曲型、抛物型中的

哪种类型。

（2）两个自变量的方程

设是一个平面区域，函数 ),(),,( yxyxu 满足下面的方程：

0),,,,(2 221211  yxyyxyxx uuuyxFuauaua ， （1.3.8）

其中系数 221211 ,, aaa 是定义在上的连续实值函数，且不同时为零。

下面我们用特征值方法来判断 PDE（1.3.8）属于椭圆型、双曲型、抛物型中的哪种类型。

先写出系数矩阵 0A ，











2212

1211
0 aa

aa
A

再计算 0A 的特征值，

)()(det 2
1222112211

2

2212

1211 aaaaa
aa
aa
















，记这个特征多项式为 )(f ，并

且令 )det( 02211
2
12 Aaaad  。

计算 )(f 的判别式，

04)(4)( 2
12

2
2211

2
2211  aaadaa ，所以 )(f 一定有两个实根，记为 21 ， 。

分三种情况：

如果 )(f 至少有一个根等于零，根据 d21 ，有 0d ，此时 PDE（1.3.8）属于抛物型；

如果 )(f 的两个根都不等于零且符号相同，则 0d ，此时 PDE（1.3.8）椭圆型；



如果 )(f 的两个根都不等于零且符号相异，则 0d ，此时 PDE（1.3.8）双曲型。

思考题：判断下面的方程属于椭圆型、双曲型、抛物型中的哪种类型

02  yyxyxx yuyuxu 。

（3）化标准型

下面我们要寻求自变量 ）（ yx, 的光滑可逆变换把 PDE（1.3.8）化成标准型。

1. 实的光滑可逆坐标变换的性质

考虑（1.3.8）的线性主部，即二阶导数项

yyxyxx uauaua 221211 2  ， （1.3.10）

记为 uL0 。对于 ),( yx ，作变换








),(
),(
yx
yx




，其中  , 都是实值光滑函数，且 Jacobi行列式

0)det(det
),(
),(












 J

yx yx

yx




（1.3.11）注记：这里要强调是不等于零的实数。

根据反函数定理，存在逆变换








),(
),(




yy
xx

，把它代入 ),( yxu ，变成 )),(),,((  yxu ，记为 ),( u 。根据复合函数

求导法则，有

xxx uuu    ， yyy uuu    ，

xxxxxxxxxx uuuuuu    22 2 ，类似的还可以算出 xyyy uu , 关于 ),(  的表

达式。把这些表达式代入（1.3.10），得

yyxyxx uauaua 221211 2  =  ukukuauaua 21221211 2  
，（1.3.12）

其中右端各个系数的表达式为：

设 









2212

1211

aa
aa

A ，则

  2
2212

2
1111 2 yyxx

y

x
yx aaaAa 




 









  yyxyyxxx
y

x
yx aaaAa 




 22121112 )( 









，

  2
2212

2
1122 2 yyxx

y

x
yx aaaAa 




 









，

yyxyxx aaak  2212111 2  ，

yyxyxx aaak  2212112 2  。



设 














2212

1211

aa
aa

A ，则
TJAJA 
，这里

TJ 表示 Jacobi 矩阵 J 的转置。

令 )det(   Ad ，有

dJAJd 22 )][det()det()][det(- 
。所以我们得到下面两个关于“实的光滑可逆坐标变换”

的重要性质：

1）对于含两个自变量的二阶线性 PDE, 实的光滑可逆坐标变换不改变方程的类型（椭圆型、

双曲型、抛物型）。因为判别式
d 与 d的符号相同。

2）对于含两个自变量的二阶线性 PDE, 实的光滑可逆坐标变换不改变方程的阶数，还是二

阶 PDE。因为如果矩阵
A 是零矩阵，那么根据

TJAJA 
和 J 是可逆矩阵，可以推出 A也

是零矩阵，这就意味着原方程（1.3.8）就不再是二阶方程。

2. PDE（1.3.8）的特征线

PDE（1.3.8）的特征方程：设函数 ),( yx 满足

02 2
2212

2
11  yyxx aaa  （1.3.14）

我们称（1.3.14）是（1.3.8）的特征方程。它是一阶全非线性 PDE。

为了求解方程（1.3.14），我们研究相应的 ODE：

0)(2-)( 2
2212

2
11  dxadxdyadya （1.3.15）

这个 ODE称为方程（1.3.8）的特征线方程。由这个 ODE确定的
dx
dy

称为特征方向。

如果 011 a ，由特征线方程（1.3.15）可以推出特征方向
dx
dy

满足下面的方程

02)( 2212
2

11  aaa dx
dy

dx
dy

（1.3.16）

Remark: 根据方程（1.3.16），把
dx
dy

看成是未知函数，由一元二次方程的求根公式，判别式

正好是 daaa 44)2( 2211
2

12  。如果 0d ，即方程（1.3.8）为双曲型，由（1.3.16）得

11

12

a
da

dx
dy 

 ，所以双曲型方程有两个不同的实特征方向。类似的可以推出，抛物型方程

（ 0d ）只有 1 个实特征方向；椭圆型方程（ 0d ）没有实特征方向。

特征线方程（1.3.15）的通积分：由（1.3.16）得 ),( yxf
dx
dy

 这种形式的 ODE。一般来说，

从这样的 ODE很难求出显式通解，即 cxyy  )( ，c是常数。这时我们可以用隐式通解来

表达 )(xy ，即 cyx ),( ，c是常数。这个隐式通解称为特征线方程（1.3.15）的通积分。

由 cyx ),( 在 ),( yx 平面上确定的函数图像称为（1.3.15）的积分曲线，又叫 PDE（1.3.8）

的特征线。

Remark: 根据通积分的定义，我们说 cyx ),( （ c是常数）是（1.3.15）的通积分，这等

价于说，由 cyx ),( 确定的
dx
dy

满足方程（1.3.16）。对 cyx ),( 两边关于 x 求导，注



意其中 y 是关于 x 的函数，所以 0 dx
dy

yx  ，即
y

x

dx
dy




 （假设 0y ）。因此

cyx ),( （ c是常数）是（1.3.15）的通积分
y

x

dx
dy




 满足方程（1.3.16）。

定理 1.3.1 假设 0y ，则 ),( yx 是（1.3.14）的解 cyx ),( （ c是常数）是（1.3.15）

的通积分，即
y

x

dx
dy




 满足方程（1.3.16）。

Proof: “”设 cyx ),( （ c是常数）是（1.3.15）的通积分，即

y

x

dx
dy




 （1.3.17）

满足方程（1.3.16）。把（1.3.17）代入（1.3.16），得

 0)(2)( 2212
2

11 aaa
y

x

y

x





 02 2

2212
2

11  yyxx aaa  。

所以 ),( yx 是（1.3.14）的解。

“” 设 ),( yx 是（1.3.14）的解。下面我们验证
y

x

dx
dy




 满足方程（1.3.16）。

因为 ),( yx 是（1.3.14）的解，在（1.3.14）等式两边同除以
2
y ，所以 ),( yx 满足

0)(2)( 2212
2

11  aaa
y

x

y

x







（1.3.14）’

由此推出
y

x

dx
dy




 满足方程（1.3.16）。■

求 PDE（1.3.8）的特征线：为了求 PDE（1.3.8）的特征线，分两步。

Step 1. 由（1.3.16）得 ),( yxf
dx
dy

 这种形式的 ODE。

Step 2. 求 ),( yxf
dx
dy

 的通解，用 cyx ),( （ c是常数）表示。这个 cyx ),( 就是

PDE（1.3.8）的特征线。

Remark：如果 cyx ),( 是 PDE（1.3.8）的特征线，根据上面的定理 1.3.1 可得， ),( yx 是

特征方程（1.3.14）的解。

例 1.3.2 求下面 PDE 的特征线。

0 yyxx uyu （P）

解：令 1),(,0),(,),( 221211  yxayxayyxa ，则方程（1.3.16）可写成

01)( 2 
dx
dyy 。 （C1）

当 0y 时，方程（P）没有实特征方向；

当 0y 时，由上面的（C1）得

21)1(
ydx

dy 
 ，再求这两个 ODE的通解，得

1
23)(

3
2 cyx  ， 2

23)(
3
2 cyx  ，其中 21,cc 是常数。

这就是方程（P）的两族特征线。 █



3. 把 PDE（1.3.8）化成标准型

先算出 2211
2
12 aaad  ，再根据 d 的符号（大于零，小于零，等于零），对应于 PDE（1.3.8）

的（双曲型，椭圆型，抛物型）这三种类型来分别化成标准型。关键是找出合适的坐标变换。

为了简单起见，我们只考虑 PDE（1.3.8）的简单情形，即

02 221211  yyxyxx uauaua （1.3.10）’

1） 0d （双曲型）
下面我们分 4 个步骤把方程（1.3.10）’化成标准型。

Step1. 求出方程（1.3.10）’的特征线

通过求解 ODE:
11

12

a
da

dx
dy 

 ，得到两族特征线

11 ),( cyx  ， 22 ),( cyx  ，其中 21,cc 是常数。

Step2. 作坐标变换

令







),(
),(

2

1

yx
yx




，验证 0det
),(
),(














yx

yx

yx 


。

再由该变换求出逆变换







),(
),(




yy
xx

，这是由反函数定理保证的。

Step3. 把坐标变换







),(
),(

2

1

yx
yx




代入（1.3.12），计算出

2211,aa ， 2112 ,, kka 的表达式。

yyxyxx uauaua 221211 2  =  ukukuauaua 21221211 2  
，（1.3.12）

对于双曲型的方程，

根据定理 1.3.1，  , 都是（1.3.14）的解，所以由（1.3.12）中的系数表达式有 02211   aa 。

又根据实的光滑可逆坐标变换的性质 2，即“不改变方程的阶数”，得 012 
a 。

所以，方程（1.3.10）’ 变为

0),(),(),(2 2112 
 uyxkuyxkuyxa ， (*)_1

Step4.

再把坐标逆变换







),(
),(




yy
xx

代入 Step3.中的方程(*)_1 的系数 ),(),,(),,( 2112 yxkyxkyxa ，

把它们都换成关于变量  , 的表达式。

最后把 02 2112 
 ukukua 整理成下面的形式

0),(),( 21  
  ukuku ， (*)_2

其中
)),(),,((2
)),(),,((),( *

12

1
1 


yxa
yxkk 

，
)),(),,((2
)),(),,((),( *

12

2
2 


yxa
yxkk 

，

方程(*)_2 就是方程（1.3.10）’的双曲型标准型。

2） 0d （椭圆型）
注意到，因为椭圆型方程（ 0d ）没有实特征方向，也就不存在实的特征线。因此设

cyx ),( （ c是复常数）是（1.3.15）的通积分，则 ),( yx 一定是复值函数。



Step1.

求解复 ODE：
11

12

a
dia

dx
dy 

 ，得通解 cyx ),( （ c是复常数），其中

),(),(),( 21 yxiyxyx   ， 21, 都是实函数。

Step2. 作坐标变换

令







),(
),(

2

1

yx
yx




，验证 0det
),(
),(














yx

yx

yx 


。

再由该变换求出逆变换







),(
),(




yy
xx

。

Step3. 把坐标变换







),(
),(

2

1

yx
yx




代入（1.3.12），计算出

2211,aa ， 2112 ,, kka 的表达式。

对于椭圆型的方程，

根据定理 1.3.1，因为 cyx ),( （ c是复常数）是（1.3.15）的通积分，所以

),(),(),( 21 yxiyxyx   满足方程（1.3.14），代入后分开实部和虚部，得
  2211 aa ， 012 

a 。

再根据实的光滑可逆坐标变换的性质 2，即“不改变方程的阶数”，得 02211   aa 。

所以，方程（1.3.10）’ 变为

0212211  
 ukukuaua (*)_3

Step4.

再把坐标逆变换







),(
),(




yy
xx

代入 Step3.中的方程(*)_3 的系数 212211 ,,, kkaa 
，把它们都换成

关于变量  , 的表达式。

最后把 Step3.中的方程(*)_3 整理成下面的形式

0),(),( 21  
  ukukuu 。这就是方程（1.3.10）’的双曲型标准型。

3） 0d （抛物型）

由 0d 得 2211
2
12 aaa  。分两种情况：

Case 1. 如果 012 a ，则 02211 aa 。注意到 2211,aa 不可能同时等于零，不然的话，方程

（1.3.10）’就不再是二阶 PDE。所以 2211,aa 中有且仅有一个等于零。不妨设 022 a ， 011 a 。

根据 012 a ， 022 a ， 011 a ，得方程（1.3.10）’的抛物型标准型是 0xxu 。

Remark：在这种情形，我们不需要进行坐标变换，就可以把方程（1.3.10）’化成抛物型标

准型。

Case 2. 如果 012 a ，则 02211
2
12  aaa ，从而 2211,aa 都不等于零。

Step1. 求解 ODE:
11

12

a
a

dx
dy

 ，得到一族特征线 cyx ),( 。



Step2. 作坐标变换






x

yx


 ),(
，验证 0det

),(
),(














yx

yx

yx 


。

再由该变换求出







),(
),(




yy
xx

。

Step3. 把坐标变换






x

yx


 ),(
代入（1.3.12），计算出


2211,aa ， 2112 ,, kka 的表达式。

根据定理 1.3.1，得 是（1.3.14）的解，所以根据（1.3.12）中 
11a 的表达式，有 011 

a 。

把 x 代入（1.3.12）中

22a 的表达式，得 01122  aa

结合
y

x

dx
dy




 ，即定理 1.3.1 中的（1.3.17）式，和上面 Step1.中的
11

12

a
a

dx
dy

 ，得

01211  yx aa  。 然 后 把






x

yx


 ),(
代 入 （ 1.3.12 ） 中


12a 的 表 达 式 ， 得

0121112 
yx aaa  。

所以，方程（1.3.10）’ 变为

02122 
 ukukua (*)_4

Step4.

再把坐标逆变换







),(
),(




yy
xx

代入 Step3.中的方程(*)_4 的系数 2122 ,, kka ，把它们都换成关

于变量  , 的表达式。

最后把 Step3.中的方程(*)_4 整理成下面的形式

0),(),( 21  
  ukuku 。这就是方程（1.3.10）’的抛物型标准型。

例 1.3.3 设函数 ),( yxu 满足下列方程

0 yyxx yuu ，
2),( Ryx  （1.3.23）

讨论方程（1.3.23）的类型，并把它化成标准型。

解： 令 yyxayxayxa  ),(,0),(,1),( 221211 ，则判别式

yaaad  2211
2
12 。

根据 d 的符号，我们可以判别（1.3.23）的类型：

当 0d ，即 0y 时，（1.3.23）是双曲型；

当 0d ，即 0y 时，（1.3.23）是椭圆型；

当 0d ，即 0y 时，（1.3.23）是抛物型。

下面我们按照三种不同类型把（1.3.23）分别化成标准型。

1）当 0y 时，抛物型。由于 012 a ，适合我们上面讨论的 0d （抛物型）中的 Case 1.

所以（1.3.23）的抛物型标准型是 0xxu 。

2）当 0y 时，双曲型。



求解 ODE:
11

12

a
da

dx
dy 

 ，即 y
dx
dy - ，

得到两族特征线

12 cyx  ， 22 cyx  。

作变换








yx
yx

2
2




，

验证 02det
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



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
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







yyx yx

yx




。

再由上面的坐标变换








yx
yx

2
2




求出逆变换







),(
),(




yy
xx

，即















4

2




y

x
，把它代入（1.3.12） 2112 ,, kka 的表达式，把它们都换成  , 的表达式，

212 
a ，

 





2
2
1

1 y
k ，

 







2

2
1

2 y
k 。

最后把 02 2112 
 ukukua 整理成

0)(
)(2

1



  

uuu ，这就是（1.3.23）的双曲型标准型。

3）当 0y 时，椭圆型。求复 ODE yi
dx
dy

 的通解为 cyix  2 ，这里 c是复常数。

取其实部和虚部，作坐标变换







y
x
2


，

验证 01det
),(
),(














yyx yx

yx




。

由（1.3.12）求出 212211 ,,, kkaa 
的表达式，并且把它们都换成  , 的表达式，

12211   aa ， 01 k ，

1

2
1

2 



y

k 。

最后把 0212211  
 ukukuaua 整理成

01
  

uuu 。这就是（1.3.23）的椭圆型标准型。 █



第二章、传输方程

1、教学目标及基本要求

目的：1. 理解齐次传输方程初值问题的解法。2. 理解非齐次传输方程初值

问题的解法。

要求：掌握齐次传输方程和非齐次传输方程的初值问题的求解公式；掌握含

参变量积分的求导公式。

2、教学内容及学时分配

教学内容 学时

§2.1 齐次传输方程的初值问题 2
§2.2 非齐次传输方程的初值问题 2

合计 4

3、教学重点与难点

重点：齐次传输方程和非齐次传输方程的初值问题的求解公式.

难点：齐次传输方程和非齐次传输方程的初值问题的解法。

4、教学方式（手段）及教学过程中应注意的问题

针对难点内容，使用讨论法和学生先讨论问题的思路，然后再讲授问题的解

法。

5、本章习题和思考题

习题 2.4
6、本章参考书目

[1] 数学物理方程，魏培君编，冶金工业出版社，2012.

§1 齐次传输方程的初值问题
1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案

（1） 求解公式的推导

设未知函数 ),( txu ， ),0[),(  nRtx ，满足下面的初值问题








n

n
t

Rxxfxu
tRxDuau

),()0,(
0,,0

（2.2.2）

其中 )(xf 是给定函数， ),,,( 21 naaaa  是常向量，即每个 ia 都是常数，

nxnx uauaDua  
11 。

对任意固定的 ),0(),( 00  nRtx ，令

000 ),,()( tsstasxusZ 
假设 ),( txu 是（2.2.2）的解，则对任意的 0ts  ，有 0)(' sZ ，从而


0

0
0

)(')()0(
t

dssZtZZ =0.

根据 )(sZ 的定义和（2.2.2）中的初值条件，有

),()0( 00 txuZ  ， )()0,()( 00000 atxfatxutZ  ，再由上面的 0)()0( 0  tZZ 得

)(),( 0000 atxftxu  。

所以如果 ),( txu 是（2.2.2）的解，一定有

)(),( atxftxu  。 （2.2.3）



（2） 求解公式的验证

如果 )()( 1 nRCxf  ，令 )(),( atxftxu  ，关于 t求导，可得 ),( txu 满足（2.2.2）.

Remark：这种解称为“行波解”。

§2 非齐次传输方程的初值问题
1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案

（1） 求解公式的推导

设未知函数 ),( txu ， ),0[),(  nRtx ，满足下面的初值问题








n

n
t

Rxxgxu
tRxtxfDuau

),()0,(
0,),,(

（2.2.4）

其中 )(),,( xgtxf 是给定函数， ),,,( 21 naaaa  是常向量，即每个 ia 都是常数，

nxnx uauaDua  
11 。

对任意固定的 ),0(),( 00  nRtx ，令

000 ),,()( tsstasxusZ 
假设 ),( txu 是（2.2.2）的解，则对任意的 0ts  ，有

),()(' 00 stasxfsZ  ，

从而，

dsstsaxfdsstasxfdssZtZZ
t

tt  


0

00 0 00

0

00

0

0 )),((),()(')()0( 。

根据 )(sZ 的定义和（2.2.2）中的初值条件，有

)(),()()0( 00000 atxgtxutZZ  。

结合上面的两个式子，得

dsstsaxfatxgtxu
t

 
0

0 000000 )),(()(),( 。

所以如果 ),( txu 是（2.2.2）的解，一定有

dsstsaxfatxgtxu
t

 
0

)),(()(),( （2.2.5）

（2） 求解公式的验证

如果
1, Cgf  ，令 dsstsaxfatxgtxu

t

 
0

)),(()(),( ，则 )()0,( xgxu  。所以

初值条件成立。下面我们验证 ),( txu 满足（2.2.4）中的方程。

)(')( tpatxDgaut  ，其中 dsstsaxftp
t

 
0

)),(()(

为了计算 )(' tp ，令 dstsqdsstsaxftp
tt

 
00

),()),(()( 。

根据含参变量积分的求导公式，得

 
tt

t txfdsstsaxDfattqdstsqtp
00

),()),((),(),()('



从而， )(')( tpatxDgaut 

=  
t

txfdsstsaxfatxgDa
0

),(])),(()([

= ),(),( txftxDua 
所以 ),( txu 满足（2.2.4）中的方程。



第三章 波动方程
1、教学目标及基本要求

目的：1、理解达朗贝尔公式及应用。2、理解依赖区域、决定区域、影响区

域的概念。3、理解分离变量法，特征函数展开法，齐次化原理。4.了解球面平

均法和 Kirchhoff公式。

要求：熟练掌握用达朗贝尔公式、分离变量法、特征函数展开法、齐次化原

理求解波动方程的各种定解问题。

2、教学内容及学时分配

教学内容 学时

§3.1 达朗贝尔公式及应用 2
§3.2 分离变量法 2
§3.3特征函数展开法 2
§3.4齐次化原理、球面平均法 2
习题课 2

合计 10

3、教学重点与难点

重点：掌握用达朗贝尔公式、分离变量法求解波动方程的各种定解问题。

难点：理解分离变量法、特征函数展开法、齐次化原理。

4、教学方式（手段）及教学过程中应注意的问题

通过讲授法讲解本章中的各种求解公式以及定理证明；针对难点内容，通过

讲解例题，和学生先讨论问题的思路，然后再讲授问题的证明。

5、本章习题和思考题

习题：习题 3.9，3.10，3.11。
6、本章参考书目

[1] 数学物理方程，谷超豪等编，高等教育出版社，2002.

§1 达朗贝尔公式及应用
1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案

（1） 达朗贝尔公式的推导

考虑一维波动方程的初值问题








1

12

),()0,(),()0,(
0,,0

Rxxxuxxu
tRxuau

t

xxtt


（3.1.2）

其中 0a 是常数。

下面我们用“传输方程法”，也叫“行波法”，求解（3.1.2）。

首先，我们可以验证

u
x

a
tx

a
t

uau xxtt ))((2















 。 （3.1.3）

令 xt auuu
x

a
t

txv 







 )(),( 。 （3.1.4）

由（3.1.2），（3.1.3）得










1

1

),(')()0,(
0,,0

Rxxaxxv
tRxavv xt


根据第二章中的齐次传输方程初值问题的求解公式（2.2.3），得

)(')())('(),( atxaatxatxatxv   。

再由（3.1.4），得








1

1

),()0,(
0,),,(

Rxxxu
tRxtxfauu xt


，其中 )(')(),( atxaatxtxf   。

根据第二章中的非齐次传输方程初值问题的求解公式（2.2.5），注意到（2.2.5）中的 a变
成了这里的 a ，得

),( txu = )( atx  + dsstsaxf
t

 
0

)),((

= )( atx  + dsatasxa
t

 
0

)2)('(  ，

对上面的积分作变量替换，令 atasxy  2 ， adsdy 2 ，得

),( txu = )( atx  + dyya a

atx

atx 2
1))('( 



  

= 





atx

atx
dyy

a
atxatx )(

2
1)]()([

2
1  （3.1.5）

上面的（3.1.5）称为达朗贝尔公式。

下面我们用“特征线方法”来求解（3.1.2）。

Step 1 把（3.1.2）中的方程化成标准型。

把 ),( txu 中的 t看成 y，则（3.1.2）中的方程可以写成 0- 2  yyxx uua .

用第一章中化标准型的方法，先求出上面方程的特征线：

1cayx  ， 2cayx  ，

作变换 ayx  ， ayx  。最后把（3.1.2）化成下面的标准型： 0u ，

它的通解是

u = )()(  GF  ， 2, CGF 
= )()( atxGatxF 

Step 2 下面我们根据（3.1.2）中的初值条件来确定上面通解中的函数 GF , 。

由 )()0,( xxu   )()()( xxGxF   )(')(')(' xxGxF  ，

由 )()0,( xxut   )()](')('[ xxGxFa  ，

结合上面两个式子，得

)]()('[
2
1)(' xxa
a

xF       d
a

xxF
x

0
)(

2
1)(

2
1)( ，

)]()('[
2
1)(' xxa
a

xG       d
a

xxG
x

0
)(

2
1)(

2
1)( ，

其中  , 是常数。将上面两个式子相加，再结合 )()()( xxGxF  ，得 0 。

于是，

),( txu = )()( atxGatxF 

= 





atx

atx
dyy

a
atxatx )(

2
1)]()([

2
1  。

Remark: 1) 从上面的这个公式可以看出， ),( txu 是 )()( atxGatxF  ， 的叠加，

即“左行波”与“右行波”的叠加。



2） 我们可以验证：如果初值条件中的函数
12 , CC   ,令

),( txu = 





atx

atx
dyy

a
atxatx )(

2
1)]()([

2
1  ，

则 ),( txu 满足（3.1.2）。

3） 解的唯一性：如果初值条件中的函数
12 , CC   ,则（3.1.2）的解是

唯一的，解的表达式由达朗贝尔公式给出。

这是因为：在整个求解（3.1.2） 的过程中，我们对解 ),( txu 没有作别的

限制条件，所以（3.1.2）的任何一个解都一定写成达朗贝尔公式的形式，

所以解是唯一的。

4） 我们可以验证：解对初值的连续依赖性。

5） 达朗贝尔公式还可以写成另外一种形式：

),( txu =  MtMt
t

ˆ)ˆ( 



，其中







atx

atx
dss

at
M )(

2
1ˆ  ， 






atx

atx
dss

at
M )(

2
1ˆ  ，

分别表示函数 , 在区间 ],[ atxatx  上的“区间平均值”。

根据上面 Remark 2），3），4），得初值问题 3.1.2） 的“适定性”。

（2） 达朗贝尔公式的应用

用“反射法”（奇延拓方法）求解半直线上的初值问题。

例 3.1.1 求解下列初边值问题














0,0),0(
0),()0,(),()0,(

0,0,0

ttu
xxhxuxgxu

txuu

t

xxtt

（3.1.8）

其中函数 hg, 满足 0)0()0(  hg 。

解：先对函数 hgu ,, 作奇延拓，记为 hgu ,, 。

我们可以验证 ),( txu 满足下列初值问题








1

1

),()0,(),()0,(
0,,0

Rxxhxuxgxu
tRxuu

t

xxtt

根据达朗贝尔公式可以求出上面初值问题的解 ),( txu 。再根据 ),( txu 的定义，限制

0,0  tx ，得

),( txu = )]()([
2
1 txgtxg  + 





tx

tx
dyyh )(

2
1

，当 0 tx ；

),( txu = )](-)([
2
1 xtgtxg  + ])()([

2
1 0

0 




tx

tx
dyyhdyyh ，当 tx 0

= )](-)([
2
1 xtgtxg  + ])()([

2
1 0

- 0 



xt

tx
dyyhdyyh

= )](-)([
2
1 xtgtxg  + 

tx

xt
dyyh

-
)(

2
1

（3.1.9） █



思考题： 用“行波法”求解下列非齐次波动方程的初值问题：







1

12

,0)0,(,0)0,(
0,),,(

Rxxuxu
tRxtxfuau

t

xxtt

（3） 达朗贝尔公式中解的依赖区域、决定区域、影响区域

依赖区域：给定点 ),0(),( 1
00 Rtx ，看解 ),(),( 00

|),( txtxtxu  的值依赖于初值函数 , 在

哪些地方的取值。由（3.1.5）， ),( 00 tx 这一点处的依赖区域是指区间 ],[ 0000 atxatx  。

换句话说，改变初值函数 , 在区间 ],[ 0000 atxatx  之外的值不会影响解 ),( txu 在

),( 00 tx 这一点处的值。

决定区域：给定区间 ],[ RRI   ，看解 ),( txu 在哪些点处的值由初值函数 , 在区

间 I 上的值决定。换句话说，改变初值函数 , 在区间 I 之外的值，不会影响解 ),( txu 在

这些点处的值。记这个决定区域为 )(IB ，那么 )(),( 00 IBtx  ，我们要求

Iatxatx  ],[ 0000 






Ratx
Ratx




00

00
，又注意到我们要求 00 t ，所以 )(IB 是由

两条直线 Ratx   ， Ratx   与区间 I 围成的三角形区域的闭包。

影响区域：给定区间 ],[ 101 xxI  ，看初值函数 , 在区间 1I 上的值会影响到解 ),( txu 在哪

些点处的值。换句话说，改变初值函数 , 在区间 1I 上的值，会影响解 ),( txu 在这些点处

的值。记这个影响区域为G，那么 Gtx  ),( ，我们要求

 1],[ Iatxatx 







1

0

xatx
xatx

，又注意到我们要求 0t ，所以G是由两条直线

0xatx  ， 1xatx  与区间 1I 围成的无界区域。



§2 分离变量法
1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案

用分离变量法求解下列一维波动方程的初边值问题：
















lxxgxuxfxu
ttlutu

tlxuau

t

xxtt

0),()0,(),()0,(
0,0),(),0(

0,0,02

（3.2.6）

其中初值条件和边值条件要相容，即

0)()0(  lff ， 0)()0(  lgg 。这是因为

0|),0(|)0,()0( 00   tx tuxuf ，

上面第一个等号是根据初值条件，最后一个等号是根据边值条件。类似的有

0|),(|)0,()( 0  tlx tluxulf 。

对于函数 g，有

00 |),0(|)0,()0(   ttxt tuxug ，注意到边值条件 0,0),0(0,0),0(  ttuttu t ，

所以 0)0( g 。类似的有 0)( lg 。

下面我们用分离变量法求解（3.2.6）。
Step 1. 分离变量

令 )()(),( tTxXtxu  ，则

)('')( tTxXutt  ， )()('' tTxXuxx 
把它代入（3.2.6）中的方程，得

)(
)(''

)(
)(''

2 xX
xX

tTa
tT

 ̂  ，

因为上面的式子左端是关于 t的函数，右端是关于 x的函数，所以当且仅当它们都是常数时

等号才成立。我们记这个常数为  。则函数 )(),( xXtT 满足下面的方程








lxxXxX
ttTatT
0,0)()(''

0,0)()('' 2




（3.2.7）

根据（3.2.6）中的边值条件，我们要求 )(xX 满足

0)()0(  lXX 。

Step 2. 解特征值问题

先求关于 )(xX 的 ODE两点边值问题。








0)()0(
0,0)()(''

lXX
lxxXxX 

（3.2.8）

我们的目标是：Find R and 0)( xX such that ))(,( xX solves the ODE （3.2.8）。

这样的  称为（3.2.8）的特征值（eigenvalue）， )(xX 称为特征值  对应的特征函数

（eigenfunction）。有时候我们为了强调这种对应关系，会把特征函数 )(xX 记为 )(xX  。

下面我们根据（3.2.8）中 ODE 的通解公式和边值条件来判断：

0 不可能是（3.2.8）的特征值。换句话说，

对应 0 ，（3.2.8）不可能存在非零解。

具体分析如下：

（a） 当 0 时， 0)()(''  xXxX  的通解为

xx BeAexX   )( ，其中 BA, 是常数。

把上面的通解公式代入到（3.2.8）的边值条件，得










 0
0

ll BeAe
BA

  0 BA

所以当 0 时，（3.2.8）不可能存在非零解。

（b） 当 0 时， 0)()(''  xXxX  的通解为

BAxxX )( ，其中 BA, 是常数。

把上面的通解公式代入到（3.2.8）的边值条件，得

0 BA .
所以当 0 时，（3.2.8）不可能存在非零解。

下面我们讨论当 0 时，哪些值会是（3.2.8）的特征值。记
2k （ 0k ），

则 0)()(''  xXxX  的通解为

kxBkxAxX sincos)(  ，其中 BA, 是常数。

把上面的通解公式代入到（3.2.8）的边值条件，得

0A ， 0sin klB 。

因为我们想寻求非零解，所以 B不能等于零。这样的话，就只能是

0sin kl  nkl  ， ,2,1n

记 ,2,1,)( 2  n
l
n

n
 它是（3.2.8）的特征值。与 n 对应的特征函数是

l
xnxX n
sin)(  。

下面我们把 ,2,1,)( 2  n
l
n

n
 代入到 0)()('' 2  tTatT n 中，即

0)()()('' 2  tT
l
antT 

。它的通解为

t
l
anDt

l
anCtT nnn

 sincos)(  ，其中 nn DC , 是常数。

令 )()(),( tTxXtxu nnn  。我们可以验证：对于每个固定的 n， ),( txun 满足（3.2.6）中的

方程和边值条件。但是对于初值条件，比如

x
l
nCxu nn
sin)0,(  ，要想让它等于事先给定的函数 )(xf ，这是不可能的。解决这个问

题的思路是：叠加所有的 ),( txun ，即

x
l
nCxu

n
n

n
n 










11

sin)0,( 
，

再把 )(xf 按正弦级数展开，取 nC 为正弦级数的系数即可。（至少从形式上看，严格的证明

需要验证级数的一致收敛性。）

Step 3. 叠加所有的 ),( txun 。

令 ),( txu =


1

),(
n

n txu = x
l
nt

l
anDt

l
anC

n
nn

 sin)sincos(
1





 . （3.2.11）

作形式计算



x
l
nCxu

n
n






1

sin)0,( 
，

x
l
n

l
anDxu

n
nt

 sin)0,(
1





 。

根据傅里叶级数理论，对于函数 )(),( xgxf ，如果
1, Cgf  ，并且

0)()0(  lff ， 0)()0(  lgg 。那么函数 )(),( xgxf 在区间 ],0[ l 上可以展成正弦级数。

具体过程如下：

令 )()( ylfy


  ， ],0[ y 。对作奇延拓，令

)(~ y =







]0,[),(
],0[),(



yy

yy

那么 )(~ y 这个奇函数的傅里叶级数只有正弦函数项，即

)(~ y =


1

sin
n

n nyb ，其中

nb = 



 0
sin)(~2 nydyy = 




 0
sin)(2 nydyy

= 


 0
sin)(2 nydyylf ，作变量替换，令 ylx


 ，

= 
l

dx
l
xnxf

l 0
sin)(2 


，

所以 )(xf 在区间 ],0[ l 上可以展成下面的正弦级数

)(xf = x
l
nC

n
n



1

sin 
，其中 

l

n dx
l
xnxf

l
C

0
sin)(2 

。

类似的， )(xg 在区间 ],0[ l 上可以展成下面的正弦级数

)(xg = x
l
nD

n
n



1

sin~ 
，其中 

l

n dx
l
xnxg

l
D

0
sin)(2~ 

。

由
l
anDD nn



~  

l

n dx
l
xnxg

an
D

0
sin)(2 


。

这样我们经过上面的三个步骤，得到了初边值问题（3.2.6）的形式解，即（3.2.11），其中

的系数 nn DC , 由初值条件中的函数 )(),( xgxf 在区间 ],0[ l 上展成的正弦级数的系数来确

定。最后为了证明形式解是（3.2.6）的古典解，我们需要验证：函数项级数


1

),(
n

n txu 及其

导数的“一致收敛性”。

定理 3.2.1 如果 ],0[4 lCf  ， ],0[3 lCg ，并且








0)('')0(''
0)()0(
lff

lff
， 0)()0(  lgg ，

那么（3.2.6）的古典解存在，表达式由（3.2.11）给出。

证明：先用分部积分公式计算 nC 。

nC = 
l

dx
l
xnxf

l 0
sin)(2 

= 
 l

l
xndxf

n
l

l 0
)(cos)(2 





= ]cos)('|cos)([2
00 dx

l
xnxf

l
xnxf

n
l

l
llx

x 
 





，由 0)()0(  lff ，有

= dx
l
xnxf

n
l

l
l

0 cos)('2 


（第一步）

= )(sin)('2
0
l

l
xndxf

n
l

n
l

l




= ])("sin|sin)('[)(2
00

2 dxxf
l
xn

l
xnxf

n
l

l
llx

x 





，由 00sinsin n ，有

= dxxf
l
xn

n
l

l
l

)("sin)1()(2
0

2 



（第二步），再仿照第一步，用 0)(")0("  lff 得

= dxxf
l
xn

n
l

l
l

)('"cos)1()(2
0

3 



（第三步），再仿照第二步，用 00sinsin n 得

= dxxf
l
xn

n
l

l
l

)(sin)(2 )4(

0

4 



。

于是，

4
1||

n
MCn  ，类似的可得 4

2||
n
MDn  ，其中 21,MM 是常数。记 21 MMM  ，

根据（3.2.11）可以推出















1

4
11

1|)||(|||
nn

nn
n

n n
MDCu ，















1

3
11

1|)||(||)(|
n

nn
nn

tn nl
aMDC

l
anu 

，











1

2
2

1

1)(|)(|
nn

ttn nl
aMu 

,











1

3
1

1|)(|
nn

xn nl
Mu 

， 









1

2
2

1

1)(|)(|
nn

xxn nl
Mu 

，

根据函数项级数一致收敛性的优级数判别法可得，


1

),(
n

n txu 在 ],0[],0[),( Tltx  范围内

一致收敛，并且关于 tx, 分别求导一次，二次后均一致收敛。

所以（3.2.11）是（3.2.6）的古典解。

§3 特征函数展开法

考虑下面的非齐次方程的初边值问题














lxxuxu
ttlutu

tlxtxfuau

t

xxtt

0,0)0,(,0)0,(
0,0),(),0(

0,0),,(2

， （3.2.13）

其中 0,0),(),0(  ttlftf 。



我们寻找如下形式的解

x
l
ntTtxu

n
n






1

sin)(),( 
， （3.2.14）

其中 )(tTn 的表达式待定。根据（3.2.14），在保证函数项级数 x
l
ntT

n
n



1

sin)( 
一致收敛的

前提下，得

0|)sin)((|),(),0( 0
1

0  




  x

n
nx x

l
ntTtxutu 

，

0|)sin)((|),(),(
1

 




  lx

n
nlx x

l
ntTtxutlu 

，

所以（3.2.14）满足了初边值问题（3.2.13）中的边值条件。

下面求 )(tTn ，使得（3.2.14）满足初边值问题（3.2.13）中的方程和初值条件。所以我们要

求

),(sin)]()()([
1

2" txfx
l
ntT

l
antT

n
nn 






，

0sin)0()0,(
1






x
l
nTxu

n
n


，

0sin)0()0,(
1

' 




x
l
nTxu

n
nt


，

注意到 0,0),(),0(  ttlftf ，我们可以把方程中的非齐次项 ),( txf 中的 t固定，看

成关于 x的函数，这样我们就可以在区间 ],0[ l 上把 ),( txf 展成正弦级数




1

sin)(
n

n x
l
ntf 

，其中 xdx
l
ntxf

l
tf

l

n 
0

sin),(2)( 
。然后对上面三个式子分别比较两

边系数，得











0)0()0(

)()()()(
'

2"

nn

nnn

TT

tftT
l
antT 

，

回忆非齐次 ODE: )()()(" 2 tftyty   ，其中 0 是常数，它的通解公式为




 dt
l
anf

an
ltCtCty

t

n )(sin)(sincos)(
021   。

根据上面的这个通解公式，再结合初值条件，我们可以推出




dt
l
anf

an
ltT

t

nn )(sin)()(
0

  ，

把这个表达式代入（3.2.14）中，我们就得到了初边值问题（3.2.13）的“形式解”。

最后我们可以仿照上一节 定理 3.2.1 的证明，证明下面的定理，说明（3.2.14）实际上就是

初边值问题（3.2.13）的古典解。

定理 3.2.2 如果 ),( txf 连续，关于 x三次连续可微，并且 xxff , 在端点处，即当 lx ,0 时，

取值为零，则（3.2.14）实际上就是初边值问题（3.2.13）的古典解。



Remark:
分离变量法和特征函数展开法都只适合“齐次边界条件”。

分离变量法适用于：齐次方程+齐次边界+非齐次初值，

特征函数展开法适用于：非齐次方程+齐次边界+齐次初值，

利用叠加原理，结合分离变量法和特征函数展开法，我们可以求解定解问题：

非齐次方程+齐次边界+非齐次初值。

§4 齐次化原理与球面平均法

1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案

齐次化原理：它是把求解非齐次方程的问题归结为解一个齐次方程的问题，是 ODE 中的

常数变易法在线性 PDE中的推广。通常这个方法称为 Duhamel（杜阿梅尔）原理，又叫齐次

化原理。在物理学里面称为冲量原理。

下面我们讨论齐次化原理的具体过程。

Lemma 1. 如果 );,( txw 是下面定解问题的解，









1

12

),,(|,0|
,,0

Rxxfww
tRxwaw

ttt

xxtt






（A）

则函数

 dtxwtxu
t

 0
);,(),(

是下面初值问题的解。







1

12

,0)0,(,0)0,(
0,),,(

Rxxuxu
tRxtxfuau

t

xxtt （B）

Proof: 根据（A）中的定解条件，得

0);,( ttxw ， ),();,( txfttxwt  （C1）

先验证  dtxwtxu
t

 0
);,(),( 满足（B）中的初值条件。 显然， 0)0,( xu 。

计算 ),( txut =  
t

t ttxwdtxw
0

);,();,(  ，by （C1）

= 
t

t dtxw
0

);,(  （C2）

所以 0)0,( xut 。

下面验证 ),( txu 满足（B）中的方程。

直接由 ),( txu 的表达式，有 
t

xxxx dtxwu
0

);,(  ，

再由（C2）得，  
t

ttttt ttxwdtxwu
0

);,();,(  ，by （C1）

=  
t

tt txfdtxw
0

),();,( 



所以 xxtt uau 2 = ),()(
0

2 txfdwaw
t

xxtt   ，由（A）中的方程

= ),( txf █

下面我们求解定解问题（A）。
令 );,();,(   txwtxv ，由（A）得








1

12

),,();0,(,0);0,(
0,,0

Rxxfxvxv
tRxvav

t

xxtt


（P）

把 看成参数，由达朗贝尔公式得（P）的解







atx

atx
dyyf

a
txv ),(

2
1);,(  （C3）

由 );,();,(   txwtxv  );,();,(   txvtxw ，再由（C3）得







)(

)(
),(

2
1);,();,(






tax

tax
dyyf

a
txvtxw 。

最后由上面的 Lemma 1，得初值问题（B）的解

 dtxwtxu
t

 0
);,(),( = 




ddyyf

a
tax

tax

t






)(

)(0
),(

2
1

。

三维齐次波动方程的初值问题（球对称情形）

考虑下面的初值问题








)()0,(),()0,(
0,,0 32

xxuxxu
tRxuau

t

tt


（3.4.1）

其中初值函数 , 都是径向函数，也叫球对称函数（radial function），即

)()( rx   ， )()( rx   ， 2
3

2
2

2
1|| xxxxr  ，

3
321 ),,( Rxxxx  ，

并且 0)0()0(  。

为了求解（3.4.1），我们令 ),(),( trutxu  ，计算

rrr u
r

uu 2
 ，（3.4.1）中的方程可写成

)2(2 rrrtt u
r

uau  。 （C1）

再令 ),(),( trrutrw  ，则

)]2([ 22
rrrttrrtt u

r
uaurwaw  ，由上面的（C1）得

0 ，

所以 ),( trw 满足下面的定解问题














0,0),0(
0),()0,(),()0,(

0,0,0

ttw
rrrrwrrrw

trww

t

rrtt

 ，这对应于课本 P39 的问题（3.1.8）.



用公式（3.1.9）可以得到 ),( trw 的表达式，进而由 ),(),( trrutrw  求出 ),(),( trutxu  的

表达式。

三维齐次波动方程的初值问题（非球对称情形）

如果（3.4.1）中的初值函数 , 不是径向函数，我们要用“球面平均法”来求解（3.4.1）。

我们先给出解的形式，即 Kirchhoff公式（也叫三维 Poisson 公式）

tySS y dSy
ta

dSy
ta

txu
atat

))(
4
1()(

4
1),( 22   





， （3.4.7）

其中

 atxyRySat  |:|3
，表示以 x为球心， at为半径的球面。

球面 atS 的面积为
2)(4|| atSat  。 记


atS

y
at

dSy
S

M )(
||

1 


， 
atS

y
at

dSy
S

M )(
||

1 


，

则上面的 Kirchhoff公式（3.4.7）也可以写成

)ˆ(ˆ),(  Mt
t

Mttxu



 。 （3.4.7）’

下面我们介绍如何用球面平均法来推导 Kirchhoff公式。

令  


1||
),(

4
1),(ˆ

 


dStrxutruM ，表示u在以 x为球心，r为半径的球面上的“球面

平均值”。

计算 ),(),(lim
4
1),(ˆlim

1|| 00
txudStrxutruM

rr
     


（C1）

我们用 ),(ˆ truM 代替球对称情形中的 ),( tru ，令 ),(ˆ),( truMrtrw  ，由（3.4.1）中的方程

可以推出

02  rrtt waw 。用特征线方法可以求出它的通解

)()(),( 21 atrwatrwtrw  ，
112

21 ),(),(, RRtrRCww  。 （C2）

在上面的式子中让 0r ，由（C1）推出 0),(lim
0




trw
r

，所以

1
21 ),()( Rtatwatw   1

21 ),()( Rsswsw  ，把它代入（C2）得

)()(),( 11 ratwatrwtrw  （3.4.5）

)]()([1),(ˆ
11 ratwatrw

r
truM  ，由洛比塔法则，得

)(2),(ˆlim '
10
atwtruM

r



（C3）

结合（C1）（C3），得

)(2),( '
1 atwtxu  （3.4.6）



下面求 0),('1 rrw 的表达式，然后在这个表达式中取 atr  ，这样根据（3.4.6）我们就

求出了 ),( txu 。

对（3.4.5）分别关于 tr, 求导，得

)()()),(( '
1

'
1 ratwatrwtrw r  ，

)()()),((1 '
1

'
1 ratwatrwtrw

a t  ，

把上面两个式子相加，并令 0t ，得

)(2|)),((1|)),(( '
100 rwtrw

a
trw tttr   。 （C4）

先计算：当 atr  时， 0|)),(( trtrw =

由 ),(ˆ),( truMrtrw  ，我们可以推出

0|)),(( trtrw = 0|)],(ˆ),(ˆ[ 


 ttruM
r

rtruM ，其中

0|)],(ˆ[ ttruM =  


1||
)0,(

4
1

 


dSrxu ，由（3.4.1）中的初值条件，

=  


1||
)(

4
1

 


dSrx ，取 atr  ，得

 


1||
)(

4
1

 


dSatx , 作变量替换，令 atxy  dSatdS y
2)( ，于是

= 
atS

ydSy
ta

)(
4
1

22 


= 
atS

y
at

dSy
S

)(
||

1  = M̂ ； （C5）

0|)],(ˆ[ 


ttruM
r

r = rdSrxur ))0,(
4
1(

1|| 


 


= rdSrxr ))(
4
1(

1|| 


 


，

= rS y
r r

dSy
S

r ))(
||

1(   ，

取 atr  ，,注意

M
t
ˆ




= tS y
at at

dSy
S

))(
||

1(   =
dt
drdSy

S rS y
r r

))(
||

1(   = adSy
S rS y
r r

))(
||

1(   ，

于是， 当 atr  时，

rS y
r r

dSy
S

r ))(
||

1(   = tMt )ˆ(  （C6）

结合（C5）（C6），当 atr  时，

0|)),(( trtrw = M̂ + tMt )ˆ(  = )ˆ( Mt
t


（C7）

再计算：当 atr  时， 0|)),((1 tttrw
a

=



由 ),(ˆ),( truMrtrw  ，我们可以推出

0|)),(( tttrw

=  


1||
)0,(

4
1

 


dSrxur t ，由（3.4.1）中的初值条件，

=  


1||
)(

4
1

 


dSrxr ，取 atr  ，得

= Mat ˆ

所以，当 atr  时， 0|)),((1 tttrw
a

= Mt ˆ （C8）

把（C7）（C8）代入（C4）得

)(2 '
1 atw = Mt ˆ + )ˆ( Mt

t


，根据（3.4.6）我们就求出了

),( txu = )(2 '
1 atw = Mt ˆ + )ˆ( Mt

t


，这就是 Kirchhoff公式。



第四章 热传导方程
1、教学目标及基本要求

目的：1、理解傅里叶变换及其性质。2、理解用傅里叶变换方法求解热传导

方程的初值问题。3、理解热传导方程的极值原理。

要求：熟练掌握求一些特殊函数的傅里叶变换及逆变换；熟练掌握热传导方

程的基本解及解核的性质。

2、教学内容及学时分配

教学内容 学时

§4.1 傅里叶变换及其性质 2
§4.2 求解热传导方程的初值问题 2
§4.3 热传导方程的极值原理 2
习题课 2

合计 8

3、教学重点与难点

重点：掌握用傅里叶变换方法求解热传导方程的初值问题。

难点：理解傅里叶变换及其性质。

4、教学方式（手段）及教学过程中应注意的问题

通过讲授法讲解本章中的各种性质定理证明；针对难点内容，通过讲解例题，

和学生先讨论问题的思路，然后再讲授问题的证明。

5、本章习题和思考题

习题：习题 4.1，4.10。
6、本章参考书目

[1] 数学物理方程，谷超豪等编，高等教育出版社，2002.

§1 傅里叶变换及其性质
1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案

傅里叶变换的定义

设函数 )(xf ，
nRx ，

11 LCf  ，则 )(xf 存在傅里叶变换：

dxexff
nR

ix   )()(ˆ ，也记为 ][ fF 。

设函数 )(g ，
nR ，定义 )(g 的傅里叶逆变换为

][1 gF 
= 


deg

nR

ix
n  )(
)2(

1
。 特 别 的 ， 取 )(g = dxexff

nR

ix   )()(ˆ ， 则

ffF  ]ˆ[1 。

思考题：对于函数
2

)( xexf  ，
1Rx ，验证： ffF  ]ˆ[1 。

傅里叶变换的基本性质

1. 线性性质： Cba  , （复数）， 11, LCgf  ，则



][][][ gbFfaFbgafF  。

2. 微分性质： fifDF ˆ)(][   。

Remark: 根据上面两个性质，我们可以推出 ffF ˆ||][ 2 。

3. 卷积（convolution）定理

首先我们给出两个函数卷积的定义

)(xgf  =  
nR

dyyxgyf )()(

Remark:1）卷积满足交换律，即 fggf  。

2）卷积的 Young 不等式：

rL
gf   qp LL

gf ，其中
rqp
1111

 ；

特别的，

1L
gf   11 LL

gf 。

定理 1. ][][][ gFfFgfF 

定理 2. gffgF n ˆˆ)2(][  
定理 3. ][][][ 111 gFfFfgF  
定理 4. ][][)2(][ 111 gFfFgfF n   

总结起来，无论对于傅里叶变换，还是对于傅里叶逆变换，都是将“卷积”变成“乘积”，

将“乘积”变成“卷积”。

例 4.1.2 求函数
tef

2||)(   的傅里叶逆变换，其中 0,  tRn 。

解： 根据傅里叶逆变换的定义，有

][1 fF 
= 


def

nR

ix
n  )(
)2(

1
= )()()(

)2(
1

21 nn xIxIxI 


，其中

)( kxI = k
ixt de kkk 





 )( 2

。下面计算 )( kxI 。用配方法，得

=
txke 42

k

x
t
it

de
kk









 2)
2

(
。

令 )( kxh = k

x
t
it

de
kk









 2)
2

(
，计算

)(' kxh = kkk

x
t
it

d
t
ix

t
ite

kk




2
)

2
(2)1(

2)
2

( 







（C1）

因为

k
 ][

2
2

)( kt
i

k xte  
=

2
2

)( kt
i

k xte   tx
t
it kk )

2
(2)1(   （C2）



由上面的（C1）（C2）得

)(' kxh =
tt

i 1
2
 ]|[

2
2

)( 



k

k

kt
i

k xte 




注意到
2

2
)( kt

i
k xte  

= 24

2
2 )( kxki

t
kx

k ee t  
，

|| 2
kxki

e


=1 （ Riei   ,sincos ），

对于固定的 0, txk
)( 4

2
2

t
kx

kte    0， as || k
于是

2
2

)( kt
i

k xte  
 0, as || k

所以，我们得到

0)(' kxh  )( kxh =常数。

计算 )0(h = k
t de k 





 2)(
，作变量替换，令 kty  ， kdtdy  ，

=
t
1 dye y





 2

=
t


所以 ][1 fF  = )(
)2(

1
1

k

n

kn xI




= )(

)2(
1 4

1

2

t
e tx

n

kn
k









=
txet

n 4|| 2
2)4(  。



§2 求解热传导方程的初值问题
1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案

求热传导方程的初值问题的形式解








n

n
t

Rxxxu
TtRxuu

),()0,(
0,,0


（4.1.1）

其中 0T 待定。

下面我们用傅里叶变换方法来求（4.1.1）的形式解。

对 ),( txu 和 )(x 关于变量 x作傅里叶变换，记

dxetxutu
nR

ix   ),(),(ˆ ，

dxex
nR

ix   )()(ˆ 。

注意到

][ tuF = dxetxu
nR

ix
t  ),( =

dt
d dxetxu

nR

ix  ),( =
dt
d ),(ˆ tu  ，

][ uF  = û|| 2 ，

)]0,([ xuF = )0,(ˆ u ，

于是，由（4.1.1）推出











)(ˆ)0,(ˆ

0),(ˆ||),(ˆ 2





u

tutu
dt
d

（4.1.3）

求解（4.1.3）得

),(ˆ tu  = te
2||)(ˆ  
，

再对 ),(ˆ tu  关于变量 作傅里叶逆变换，得

),( txu = )],(ˆ[1 tuF  = ])(ˆ[
2||1 teF  

，根据上一节中的性质定理 3，

=  )](ˆ[1 F ][
2||1 teF 

= )(x txet
n 4|| 2
2)4( 

= dyety tyx

Rn

n 4|| 2
2)4)(( 


 。

记 ),( tyxE  =
tyxet

n 4|| 2
2 

，称为热传导方程的“基本解”。

记 ),( tyxK  =
tyxet

n 4|| 2
2)4(  ，称为初值问题（4.1.1）的“解核”。

于是，（4.1.1）的形式解可写成

),( txu = dytyxKy
nR  ),()( （4.1.5）

为了后面的应用，下面我们给出解核 ),( tyxK  的几条性质。

1. 0),(  tyxK ，
 CtyxK ),( ， 0,,  tRyx n



2. )( xt



 0),(  tyxK ， 0,,  tRyx n

3.  
nR

dytyxK 1),( ， 0,  tRx n

Proof:  
nR

dytyxK ),( = dyet tyx

Rn

n 4|| 2
2)4( 


 ，

作变量替换，令
t
xy

4


 ,注意三点：一是被积函数换成新的变量，这一点一般都没有问

题；二是积分上下限，比如这里，当 ),( 1 nyyy  中的分量 iy =  时，对应的新变量

),,( 1 n  中的分量 i =  ，当 iy =  时，对应的 i ；三是积分微元要跟着

变换，比如这里， dtdy n)4( 。注意了这三点后，我们就可以推出

 
nR

dytyxK ),( =   dtet n

Rn

n

)4()4(
2

2 


=
n)(   de

nR

2 =1

4. 对任意的正数 ，下式成立

 


 ||0
),(lim

xyt
dytyxK =0, nRx 。

Proof: 作变量替换，令
t
xy

4


 ，则  || xy 
t4

||   ，于是

 


||
),(

xy
dytyxK = n)(  


de

A

2

||



 ，这里
t

A
4


 。

注意到：对任意的正数 ，当
 0t 时，有 A ；并且

 de
nR

2 = n)(   0lim
2

||


  


de

AA
，

所以  


 ||0
),(lim

xyt
dytyxK =0, nRx 。

解的存在性

(4.1.5)只是初值问题(4.1.1)的形式解.我们要证明:对初值函数 )(x 加上适当的条件,使

得形式解(4.1.5)成为(4.1.1)的古典解.

定理 4.1.1 如果 )()( nRCx  ,且存在常数 0, AM 使得
2|||)(| xAMex  ,

nRx (4.1.6)

成立.则(4.1.5)是(4.1.1)在区域

}0,|),{( TtRxtx n  ,其中
A

T
4
1

 .

上的古典解.

Remark 1. 如果 )()()( nn RLRCx  ，即存在常数 0M 使得

Mx |)(| ,
nRx (4.1.6)’

则(4.1.5)是(4.1.1)在区域

}0,|),{(  tRxtx n

上的古典解.

Remark 2. 从（4.1.5）式可以看出，解u在 ),( 00 tx 这一点处的值依赖于初始函数在
nR 上



所有点的值，而波动方程（以一维为例）的解 u 在 ),( 00 tx 这一点处的依赖区域为

],[ 0000 atxatx  。

Remark 3. 再看（4.1.5）式，初始函数 在一点 0y 附近的值，会影响解u在 nR 上所有点的

值，也就是说，如果改变 在一点 0y 附近的值，解u在
nR 上所有点的值都会受到影响。而

根据波动方程（以一维为例）的影响区域的概念，可知它与热传导方程的情况完全不同。我

们将上面的热传导方程的这种性质称为：热传导方程使得初始扰动具有“无穷传播速度”，

而波动方程使得初始扰动具有“有限传播速度”。

Proof of Thm4.2.1: 先证 )(),( Ctxu . 任取常数 Tta  00,0 ，记

},|||),{( 0 TttaxtxL  ，如果我们能证明 )(),( LCtxu  ，

那么对任意的 ),( tx ，我们都可以选取适当的 Tta  00,0
使得 Ltx ),( ，这样我们就可以由 )(),( LCtxu   )(),( Ctxu 。

下面分两步证明 )(),( LCtxu 

Step1. 证明：对任意的 Ltx ),( ，有 |),(| txu .

由（4.1.5），（4.1.6）可以推出

|),(| txu = |)4)((| 4|| 2
2 dyety tyx

R n

n 




dyeyt T
yx

R

n

n
4

||
2

0

2

|)(|)4(


 

dyeMt T
yxyA

R

n

n

)
4

||||(
2

0

2
2

)4(





 

记 2
0 )4(

n

tc


  ，则上面的不等式可以写成

|),(| txu dyecM T
yxyA

R n

)
4

||||(
2

2 


 （4.1.7）

记
T

A
4
1

 ，对上式被积函数中的指数配方，得

2222 ||||)(|||| x
AA
AAx

AA
AyAAyxAyA





 , (C1)

注意: 这里配方的目的是为了把左边含 y的项凑成
2|| xy   这种形式,剩下的就只是关

于 x的项.

把上面的(C1)代入(4.1.7)中,有

|),(| txu dyecMe
x

AA
AyAA

R

x
AA
AA

n

22 ||)(||



  (C2)

如果 0 AA ,即
A

T
4
1

 ,则 0
 AA
A

对任意的 Ltx ),( ,有


2||x

AA
AA

e
2a

AA
AA

e  . (C3)



另一方面,由于 0 AA ,我们可以计算出上面(C2)中的积分 dye
x

AA
AyAA

R n

2||)(




 ,

作变量替换,令 )()( x
AA

AyAAz


 ,则 dyAAdz n])([  ,于是

dye
x

AA
AyAA

R n

2||)(




 = dze z

R n

2|| nAA  ])([ =
n)(  nAA  ])([ (C4)

把(C3)(C4)代入(C2)中,则对任意的 Ltx ),( ,有

|),(| txu 2]
)(

[
2 na

AA
AA

AA
cMe


  

. (4.1.8)

Step2. 证明 )(),( LCtxu  . 即证: Ltx  ),( 00 ,有

0|),(),(|lim 00),(),( 00




txutxu
txtx

In fact,

|),(),(| 00 txutxu  = |])[(|)4( 0

2
02

4
||

2
0

4
||

22 dyetety
nR

t
yxn

t
yxnn









 ,

用三角不等式，

|])[(| 0

2
02

4
||

2
0

4
||

2 dyetety
nR

t
yxn

t
yxn











 dyetety
nR

t
yxn

t
yxn

|||)(| 4
||

2
0

4
||

2

22










 )(: I

dyetety
nR

t
yxn

t
yxn

|||)(| 4
||

2
0

4
||

2
0

2
0

2










  )(: II

dyetety
nR

t
yxn

t
yxn

|||)(| 0

2
02

0
4

||

2
0

4
||

2
0







  )(: III

用中值公式及类似于(4.1.8)的证明过程，我们可以推出：当 ),(),( 00 txtx  时，

上面的（I）(II)(III)都分别趋近于零。所以 )(),( LCtxu  。

再证： )(),( 1,2 Ctxu 。以 1n 为例，对下面的积分

dytyxK
t

y
R

|),(||)(|
1





  ， dytyxK
x

y
R

|),(||)(|
1





  ，

dytyxK
x

y
R

|),(||)(| 2

2

1





  ，

作类似于(4.1.8)的估计，再仿照上面 Step2.的过程推出 )(),( 1,2 Ctxu 。

最后证明 ),( txu 满足初值条件，即对任意的
nRx 0 ，有

),(lim 0
0

txu
t 

= )( 0x .



我们先在假设条件(4.1.6)’下证明 ),(lim 0
0

txu
t 

= )( 0x .即存在常数 0M 使得

Mx |)(| ,
nRx (4.1.6)’

根据（4.1.5）和 解核 ),( tyxK  的性质第 3条：

 
nR

dytyxK 1),( ， 0,  tRx n

我们可以推出

|)(),(| 00 xtxu  =  nR
dytyxKy ),()(| 0 |),()( 00  

nR
dytyxKx

 
nR

dytyxKxy ),(|)()(| 00 （C5）

因为 是连续函数，所以对任意的 0 ，存在 0)(  使得：当 )(|| 0  xy 时，

有   |)()(| 0xy 。于是

 


)(|| 00
0

),(|)()(|



xy

dytyxKxy

  


)(|| 0
0

),(



xy

dytyxK

 
nR

dytyxK  ),( 0 （C6）

另一方面，根据假设条件(4.1.6)’得，

 


)(|| 00
0

),(|)()(|



xy

dytyxKxy

 


)(|| 0
0

),(2
xy

dytyxKM ， （C7）

再由解核 ),( tyxK  的性质第 4条：对任意的正数 ，下式成立

 


 ||0
),(lim

xyt
dytyxK =0, nRx

我们可以推出

 


)(|| 00
0

),(|)()(|



xy

dytyxKxy 0 ，as  0t . （C8）

把（C6）（C8）代入到（C5）中，得 ),(lim 0
0

txu
t 

= )( 0x .

下面我们在假设条件(4.1.6)下证明 ),(lim 0
0

txu
t 

= )( 0x .即存在常数 0, AM 使得

2|||)(| xAMex  ,
nRx (4.1.6)

与条件(4.1.6)’的证明过程比较，我们只是不能得到上面的估计式（C7）。我们用

新的方法来估计

 


)(|| 00
0

),(|)()(|



xy

dytyxKxy

 


)(|| 00
0

),(|)(|



xy

dytyxKx +  


)(|| 0
0

),(|)(|



xy
dytyxKy （C9）

由解核 ),( tyxK  的性质第 4 条，有

 


)(|| 00
0

),(|)(|



xy

dytyxKx 0 ，as  0t . （C10）

由条件(4.1.6)得



 


)(|| 0
0

),(|)(|



xy
dytyxKy

dyetMe tyx

xy

yA n 4||

)(||

|| 2
0

0

2
2

)4( 







 ， （C11）

下面我们用控制收敛定理证明

dyetMe tyx

xy

yA n 4||

)(||

|| 2
0

0

2
2

)4( 





 0 ，as  0t .

记 )}(|:|{ 01  xyRy n
，

t
yxn

yA
t etMeyf 4

||
2||

2
0

2

)4()(





 

想证： 1

)( dyyf t 0 ，as  0t .

首先，对任意的 1y ，有

t
n

yA
t etMeyf 42||

2

2

)4()(0







 ，注意到

t
n

et 42

2




0 ，as  0t .

所以 )(lim
0

yf t
t 

=0， 1y .

其次，令 )(tg = t
n

et 42

2




，则

)(' tg = )
42

(
2

4
1

2

2

t
net t

n 






，所以当 0t 充分小时，有 0)(' tg ，

由此推出，存在 01 T 充分小使得

)()( 1Tgtg  ， 10 Tt 
于是，当 1Tt  时，

)()(0
1
yfyf Tt  ， 1y .

类似于(4.1.8)的推导，有  
nR T dyyf )(

1
。

所以由控制收敛定理，有 1

)( dyyf t 0 ，as  0t .

再由（C11）得

 


)(|| 0
0

),(|)(|



xy
dytyxKy 0 ，as  0t . （C12）

把（C10）（C12）代入到（C9）中，得（C8）成立。 □



§3 热传导方程的极值原理

抛物边界：设
nR 有界开集，定义有界柱体

TQ = ],0[ T = 1nRT}t,0x|t){(x,  ，

称 TQ 的抛物边界为 T = TT QQ  ，即

T =柱体的侧面+柱体的底面= })0{(]),0[(  T

若函数 ),( txu 在 TQ 上关于 x的所有二阶连续偏导数和关于 t的一阶偏导数存在，则记

)(1,2 TQCu .

下解：如果 )(1,2 TQCu 满足 0 uut ， TQtx  ),( ，则称u是热传导方程 0 uut
在 TQ 上的下解。类似的，如果 0 uut ，则称为上解。

定理 4.2.1 （下解的最大值原理） 设 )()(1,2 TT QCQCu  ，且满足

0 uut ， TQtx  ),( ，则

),(max txu
TQ

= ),(max txu
T

。

特别的，如果在 TQ 上成立严格的不等式 0 uut ，则 ),(max txu
TQ

只能在抛物边界 T 上

取到，即 TQtx  ),( 00 ，有 ),( 00 txu ),(max txu
TQ

。

Remark: 如果u是热传导方程 0 uut 在 TQ 上的上解，则 u 必是下解，由定理 4.2.1 可

得关于上解的最小值原理

),(min txu
TQ

= ),(min txu
T

。

Proof: Step1. 先证明 0 uut ， TQtx  ),( 

TQtx  ),( 00 ，有 ),( 00 txu ),(max txu
TQ

。

反证法，假设存在 TQtx ),( 00 使得 ),( 00 txu ),(max txu
TQ

。

Claim 1. 0),( 00 txut

In fact, 根据

),( 00 txut =





),(),(lim 0000

0

txutxu 


，可知

1） if ),0(0 Tt  ，因为 ),( 00 txu ),(max txu
TQ

，所以总是有

0),(),( 0000  txutxu  。分别取
 0 ，

 0 ，于是

0),(),(lim 0000

0



 




txutxu
，

0),(),(lim 0000

0



 




txutxu
，



从而有 ),( 00 txut =0。

2）if 0t 在端点处，注意到 TQtx ),( 00 ，根据 TQ 的定义可知 00 t 。所以我们只需考虑

Tt 0 的情形，这时 只能取
 0 ，从而 0),( 00 txut 。

综合上面两种情况，有 0),( 00 txut 。

Claim 2. 0),( 00  txu

1） if ),0(0 Tt  ，则 ),( 00 txu 在开区域 ),0( T 内达到局部极大值，所以 )1()1(  nn
的矩阵 0),( 00

2 txuD  0),( 00  txu 。

2） if Tt 0 ，考虑函数 ),( Txu ，则 ),( 0 Txu 在开区域内达到局部极大值，所以 nn
的矩阵 0),( 0

2 TxuD  0),( 00  txu 。

结合 Claim 1, Claim 2 得 ),( 00 txut 0),( 00  txu ，这与假设条件 0 uut ，

TQtx  ),( 矛盾。所以 TQtx  ),( 00 ，有 ),( 00 txu ),(max txu
TQ

。

Step2. 如果 0 uut ， TQtx  ),( ，我们要证明 ),(max txu
TQ

= ),(max txu
T

。

一方面，由于 TT Q ，所以 


),(max txu
T

),(max txu
TQ

，下面我们只需证明

),(max txu
TQ

),(max txu
T

。

为此，我们构造辅助函数：对任意的正数 k，令

kttxutxv  ),(),( ，

则 ),( txv 满足

0 kuuvv tt ， TQtx  ),( 。

根据 Step1 的结论，有 ),(max txv
TQ

= ),(max txv
T

，于是

),(max txu
TQ

 )),((max kttxv
TQ

kTtxv
TQ

),(max

= ),(max txv
T

kT ),(max txu
T

 kT ，

由于正数 k的任意性，在上面的不等式中令
 0k ，得

),(max txu
TQ

),(max txu
T

。

定理 4.2.2 （解的最大值原理） 设 )()(1,2 TT QCQCu  ，且满足

0 uut ， TQtx  ),( ，则

|),(|max txu
TQ

= |),(|max txu
T

。

Proof: 注意到 |),(|max txu
TQ

= ),(max txu
TQ

or ),(min txu
TQ

 ，如果 u 是热传导方程

0 uut 在 TQ 上的解，那么u既是上解，也是下解。结合下解的最大值原理与上解的最

小值原理，可得 |),(|max txu
TQ

= |),(|max txu
T

。

定理 4.2.3 （比较原理）



（a） 如果 ),()1( txu ， ),()2( txu 是热传导方程在 TQ 上的解，并且

),()1( txu ),()2( txu ， Ttx  ),( 。则

),()1( txu ),()2( txu ， TQtx  ),( 。

（b） 如果 ),( txu ， ),( txv 是热传导方程在 TQ 上的解，并且 0),( txv , TQtx  ),( .

若 |),(| txu ),( txv ， Ttx  ),( 。则

|),(| txu ),( txv ， TQtx  ),( 。

Proof： （a） 令 ),( txw = ),()1( txu ),()2( txu ，则 ),( txw 是热传导方程在 TQ 上的解，

并且 0),( txw ， Ttx  ),( 。由定理 4.2.1，得

),(max txw
TQ

= 0),(max 


txw
T

，所以

0),( txw ， TQtx  ),( ，即 ),()1( txu ),()2( txu ， TQtx  ),( 。

（b）分别把 vu, 和 vu, 当成上面（a）中的 ),()1( txu ， ),()2( txu ，得

),( txu ),( txv ， TQtx  ),( ，

 ),( txu ),( txv ， TQtx  ),( 。

所以 |),(| txu ),( txv ， TQtx  ),( 。

比较原理的应用

定理 4.2.5 如果热传导方程的初值问题（4.1.1）的解 ),( txu 满足下列增长条件：存在常数

0,0 11  AM 使得

|),(| txu
2

1 ||
1

xAeM ， TtRx n  0, 。

则这类解必唯一。



第五章 位势方程
1、教学目标及基本要求

目的：1、理解调和函数的基本积分公式。2、理解调和函数的平均值不等式。

3、理解调和函数的极值原理。4. 理解格林函数的定义及重要性质。

要求：熟练掌握求一些特殊函数的傅里叶变换及逆变换；熟练掌握热传导方

程的基本解及解核的性质。

2、教学内容及学时分配

教学内容 学时

§5.1 调和方程的基本解 2
§5.2 调和函数的平均值不等式 2
§5.3 格林函数的定义及重要性质 2
复习 2

合计 8

3、教学重点与难点

重点：掌握调和方程的基本解及调和函数的平均值不等式。

难点：理解格林函数的定义及重要性质。

4、教学方式（手段）及教学过程中应注意的问题

通过讲授法讲解本章中的各种性质定理证明；针对难点内容，通过讲解例题，

和学生先讨论问题的思路，然后再讲授问题的证明。

5、本章习题和思考题

习题：习题 5.3，5.6，5.9。
6、本章参考书目

[1] 数学物理方程，谷超豪等编，高等教育出版社，2002.

§1 调和方程的基本解
1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案

基本解的形式推导

假设 2,),(  nRxxu n
是径向函数，即 ||),()( xrruxu  ，

则由 0)(  xu 可以推出

0)('1)('' 


 ru
r
nru .

注意到
r
n

ru
ruru 


1

)('
)('')]'('[ln 1ln)1()('ln crnru 

ncrru  1)(' .

所以，对任意固定的
nRy ，调和方程的基本解为

3,||
)2(

1)( 2 


  nyx
nn

yxk n

n

2|,|ln
2
1)(  nyxyxk




其中 n 表示
nR 中单位球的体积。

Remark 1. 基本解中常数的选取可以使得对任意的半径 0r ，都有

1)(
)(





 xyB
dS

v
yxk

r
 ，这里

r
yxv 

 表示球面上的单位外法向。

而且，
n

nn
k  11)(' 


 =

||
1

B

Remark 2. nR 中半径 0r 的球面的表面积为
1n

nrn ；

nR 中半径 0r 的球的体积为
n

nr ；

并且， |||| 1

00 R
n

n
nR

n

R
BRdndB    .

特别的，  2 ， 
3
4

3  .

基本解的性质

当 yx  时， )( yxk  作为 x的函数，满足下列三条性质：

1） 0k ； 2） Ck ；

3） 1||
|| 
 nyx

CDk ， nyx
CkD

||
|| 2


 .

Green 公式

假设是
nR 中边界光滑的有界区域，是  的单位外法向。Green 公式的出发点是下面

的散度公式：

  
 dSwdxwdiv 

（C1）

假设 )()( 2 Cxu ，令 Duw  ，代入上面的（C1），得

 dxxu )( = dxDudiv )( =    dSDu  = dSu
  




（5.1.4）

再令 uDvw  ，注意到

wdiv  = )(uDvdiv = vuDvDu  ，

v
vuvuDvvw 





 ，

把它们代入上面的（C1），得

  dxxvu )( = dSvu  

   DvdxDu （5.1.5）

类似的，把（5.1.5）中的 vu, 调换位置，得

  dxxuv )( = dSuv  

   DvdxDu （5.1.6）



结合（5.1.5），（5.1.6），两式相减，得

  dxuvvu )( = dS
v
uvvu )(  






  
（5.1.7）

此式称为 Green 第二公式。

§2 调和函数的平均值不等式
1、教学内容及教学方式

讲授。

2、电子教案

调和函数的基本积分公式

我们先给出 )(2 C 函数的 Green 表示（Green identity）.

假设 )(2 Cu ，对于任意固定的 y ，我们想求出 )(yu 的表达式，这个表达式由

调和方程的基本解 )( yxk  和 Green 第二公式推导而来。这里我们先给出这个表达式

)(yu = x
xx

dS
v
xuyxk

v
yxkxu  





 ])()()()([  +   dxxuyxk )()( （5.1.9）

Remark 1. 如果u在上具有紧支集，即集合 }0)(:{  xux 的闭包是中的紧子集，

这意味着 0)( xu and 0)(





xv
xu
 for any x . 由（5.1.9）推出

)(yu =   dxxuyxk )()( （5.1.10）

Remark 2. 如果u在内调和，即 0)(  xu for any x . 由（5.1.9）推出

)(yu = x
xx

dS
v
xuyxk

v
yxkxu  





 ])()()()([  （5.1.11）

上面的（5.1.11）式称为“调和函数的基本积分公式”。

下面我们给出（5.1.9）式的推导过程。

因为基本解 )( yxk  作为 x的函数，在 yx  处有奇性，所以我们先在内挖掉 y点处的

一个小邻域 )(yB .

记 )(\ yB  ，在  上对 )(xu 和 )( yxk  运用 Green 第二公式，得

 


dxxuyxkyxkxu )]()()()([

= x
xx

dS
v
uyxkyxkxu ))()()(( 








   

= x
xx

dS
v
uyxkyxkxu ))()()((  






  

+ x
x

yB
x

dS
v
uyxkyxkxu ))()()((

)( 







    （5.1.8）



注意到 0)(  yxk for any x ， )(yB  ，对于  的内环部分，

即 )(yB ，如果 xv

是   )(yB 上的单位外法向，那么它与球面 )(yB 上的单位外

法向 x


相差一个负号。我们知道


 yx
x


 ，所以 xv




 yx
x


 )1(

.

下面估计 x
x

yB
x

dS
v
uyxkyxkxu ))()()((

)( 







    ? ，as 0 .

Claim 1. x
x

yB
dS

v
uyxk 


 
)(

)(
0 ，as 0 .

In fact,

x
x

yB
dS

v
uyxk 


 
)(

)(

= x
x

yB
dSuyxk







  )(
)(

= x
x

yB
dSuk










  )(
)( , by Green formula （5.1.4）

= udxk
yB
  )(

)(


 ,

由于 |)(||)(||)|max(|)(|
)(

yBkuudxk
yB 




 0 ，as 0 .

所以 Claim 1.成立。

Claim 2. xyB
x

dSyxkxu  


)(

)()(
  )(yu ，as 0

In fact,

xyB
x

dSyxkxu  


)(

)()(
 

= xyB
x

dSyxkxu 



)(

)()(
  ， （C1）

计算：for )(yBx  , we have

x

yxk

 )(

= xyxDk  )( =

yx

yx
yxyxk 






||

|)(|' = )(' k =
|)(|

1
yB

,

把它代入上面的（C1）,得

xyB
x

dSyxkxu  


)(

)()(
  =

|)(|
1)1(
yB

 xyB
dSxu )(
)(



. （C2）

我们只需验证下面的结论成立，就证明了 Claim 2.

|)(|
1
yB xyB

dSxu )(
)(



)(yu ，as 0 . （C3）

Proof of （C3）: Note

)(yu =
|)(|

1
yB xyB

dSyu )(
)(



,



Thus,

|)(|
1|
yB xyB

dSxu )(
)(



|)(yu

=
|)(|

1
yB

|))()((|
)( xyB

dSyuxu  

|)(|
1
yB

 xyB
dSyuxu |)()(|

)(
 

, （C4）

由于u在内连续，所以对任意的 0 ，存在 0)(  ，使得当 )(||   yx 时，

 |)()(| yuxu ，代入上面的（C4），有

|)(|
1
yB xyB

dSyuxu |)()(|
)(

 

  （C3）holds.

调和函数的平均值不等式

下面我们从（5.1.9）式推出调和函数的平均值等式，更一般的，有下调和函数及上调和函数

的平均值不等式。

定理 5.1.1 设 )()( 2 Cxu ，这里的可以是无界区域，如果

0)(  xu ， x ，那么对任意的紧包含于中的球 )(yBR ，有

)(yu =  )(
R

)(
|(y)B|

1
yB x

R

dSxu （5.1.13）

)(yu =  )(
R

)(
|(y)B|

1
yBR

dxxu （5.1.14）

相应的，如果是 0)(  xu ， x ，（下调和函数），则 （5.1.13），（5.1.14）中的等号

变成；如果是 0)(  xu ， x ，（上调和函数），则 （5.1.13），（5.1.14）中的等号

变成 .

Proof: 在（5.1.9）式取为 )(yB ， R ，得

)(yu = xyB
xx

dS
v
xuyxk

v
yxkxu 







)(
])()()()([


 +  

)(
)()(

yB
dxxuyxk



= )(' k xyB
dSxu )(
)(



udxk
yB
  )(

)(


 +  
)(

)()(
yB

dxxuyxk


=  )(
)(

|(y)B|
1

yB xdSxu


+  
)(

)())()((
yB

dxxukyxk


 ， （C1）

当 )(yBx  ，即  || yx 时，由基本解 )( yxk  的表达式，得 )()( kyxk  。所

以，如果是 0)(  xu ， x ，就有

0)())()((
)(

 yB
dxxukyxk



 ，把它代入（C1）中，就得到



)(yu 


)(
R

)(
|(y)B|

1
yB x

R

dSxu ，这个式子可以写成

)(yu  )(
1

yB xdS



)(

)(
yB x

R

dSxu ，两边关于  从0到R积分，得

)(yu |)(| yBR  )(
)(

yBR
dxxu  )(yu  )(

R

)(
|(y)B|

1
yBR

dxxu . █

调和函数的极值原理与应用

定理 5.1.2 （下调和函数的强最大值原理）

设 u 是  区域（这里的  可以是无界的）内的下调和函数，即 )()( 2 Cxu 且

0)(  xu ， x ，如果存在 y 使得 )(yu = u

sup ，则u在区域内是常数。

Proof: 记 M = u

sup ，因为存在 y 使得 )(yu = u


sup ，所以 M ，并且

 })(:{ MxuxM . 下证 M 相对于是开集。即证明， Mz  ，存在

0R 使得 MR zB )( 。事实上，因为  是开集，所以存在 0R 充分小使得

)(zBR ，对下调和函数 Mu  用平均值不等式，得

0= Mzu )( = zxMxu  |)( ）（  
)(

))((
|)(|

1
zB

R R

dxMxu
zB

， （C1）

注意到M = u

sup 以及 )(zBR ，所以 0)( Mxu ， )( zRBx . 这意味着

0))((
|)(|

1
)(

 zB
R R

dxMxu
zB

, （C2）

结合（C1）（C2），有 0))((
)(

 zBR
dxMxu ，再根据 0)( Mxu ， )( zRBx ，我们就

可以推出 Mxu )( ， )( zRBx 。由此以及 )(zBR ，得 MR zB )( . 所以 M
相对于是开集。

如果我们能证明 M 相对于也是闭集。那么 M 就是相对于的既开又闭的非空子集，

根据的连通性，就有 M ，这样我们就证明了u在区域内是常数。实际上这个常

数就是M .

为了证明 M 相对于也是闭集，即证明， FM  ，其中 F 是 nR 中的闭集。如果

有 )()( Cxu ，那么令 })(:{ MxuxF  ，那么 F 肯定是 nR 中的闭集，并且

FM  .

如果没有 )()( Cxu 这个条件，我们就用下面定义的  替代。

对于任意的 0 ，定义集合

})dist(x,:{x   ，则一定有 )()( Cxu ，根据上面的证明可知u在  区

域内是常数。再由 0 的任意性，我们推出，u在区域内是常数。 █



Remark: 由上面的证明过程可以看出，只有函数 )()( Cxu ，且在内的任意球上满足“次

平均等式”，定理 5.1.2 的结论依然成立。

定理 5.1.3 （下调和函数的弱最大值原理）

设有界， )()()( 2  CCxu ， 0)(  xu ， x ，则

uu


 maxmax .

Proof：因为有界且 )()( Cxu ，所以存在 0x 使得 uxu


 max)( 0 。分两种情况：

1）如果 0x ，则 uxu


 max)( 0 ，又因为 uu


 maxmax = )( 0xu ，所以 uu


 maxmax .

2）如果 0x ，则根据定理 5.1.2 得，u在区域内是常数。所以 uu


 maxmax . █

定理 5.1.8（Dirichlet 外问题的解的唯一性）

设是
nR 中的有界区域，则下面 Poisson 方程的 Dirichlet 外问题至多有一个解

（P）
















0)(lim
),()(

\),()(

||
xu

xxxu
Rxxfxu

x

n



Proof：反证法。设 21,uu 是问题（P）的两个解，令 21)( uuxv  ， 则










 0)(lim,0|
\,0)(

||
xvv
Rxxv

x

n

Claim: ,0)( xv  \nRx .

不然的话，假设存在  \0
nRx 使得 0)( 0 xv ，不妨设 0)( 0 xv 。注意到 0| v ，所

以  \0
nRx .

由于 0)(lim
||




xv
x

，所以存在 0R 充分大使得

)()(max 0)0(
xvxv

RBx



，且 )0(0 RBx  。

记 R = \)0(RB ，则 Rx 0 。结合 )(0| 0xvv  及 )()(max 0)0(
xvxv

RBx



，得

)(max)( 0 xvxv
Rx 

 ，又因为 Rx 0 ，所以我们推出， )(max xv
Rx 

一定在 R 内达到。根据

定理 5.1.2 得， v在 R 区域内是常数。记这个常数为 a，则 0|)( 0  vxva ，这与

0)( 0 xv 的假设矛盾。所以 Claim 的结论成立。 █



§3 格林函数的定义及重要性质
1、教学内容及教学方式

讲授。

3、电子教案

格林函数的定义

1）为什么要引入格林函数

考虑调和方程的 Dirichlet 问题，其中
nR 是有界区域，

（H）







xxxu
xxu

),()(
,0)(


根据调和函数的基本积分公式（5.1.11）：

)(yu = x
xx

dS
v
xuyxk

v
yxkxu  





 ])()()()([ 

从上面的式子及（ H）可以看出，要求出 )(yu 的值，右边的被积函数里面，

 

 |)(,|)(,| yxk
v
yxku

x
 都是已知项，只有 

 |
xv
u
 是“未知项”，这导致我们无法直

接从（5.1.11）式得到问题（H）的解。

下面，我们通过“校正”（adjust）基本解 )( yxk  ，使得我们可以消除（5.1.11）中的 
 |

xv
u


这一“未知项”。这也是我们引入 Green 函数的原因。

2）格林函数的具体形式

Fix y ，设 ),( yxh 作为 x的函数满足

（5.2.4）






xyxkyxh

xyxhx
，),(),(

,0),(

我们先假设问题（5.2.4）存在解 )(),( 2 Cyxh ，对 uh, 用 Green 第二公式（5.1.7），得

  dxuhhu )( = x
xx

dS
v
uhhu )(  






  
（C1）

由 0h ，by （5.2.4）; 0u ， by （H）; 代入上面的（C1），有

x
xx

dS
v
uhhu )(  






  
=0，把这个式子与上面的（5.1.11）式相加，得

)(yu = x
xx

dS
v
xuyxhyxk

v
yxhyxkxu  





 ])()),()(()),()(()([  （C2）

再根据（5.2.4）的边界条件，有  xyxhyxk ,0),()( ，以及（H）的边界条件，

这样（C2）就变成



)(yu = x
x

dS
v

yxhyxkxu  



)),()(()( = x
x

dS
v

yxhyxkx  



)),()(()( （C3）

记 ),()(),( yxhyxkyxG  ，则上面的（C3）写成

)(yu = x
x

dS
v
yxGx  




),()( ， （5.2.2）

上面的 ),( yxG 称为区域的 Green 函数，而 ),( yxh 称为校正函数（corrector function）.

所以，

Green 函数=调和方程的基本解 + 校正函数。

引入 Green 函数，我们就求出了（H）的形式解（5.2.2）。

Green 函数的重要性质

1）唯一性； 2）对称性；3） 0),()(  yxGyxk ， yxx  , .
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